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AVANT-PROPOS 



L'ouvrage que nous publions aujourd'hui est conçu 
dans le même esprit que nos Récréations arithmétiques 
et concourt au môme objet: Instruire en présentant la 
science par ses côtés curieux. Nous lui avons donné 
une forme aussi élémentaire que possible. 

Il nous a paru indispensable de débuter par un ré- 
sumé de l'Histoire de la Géométrie. Dans le cours'de 
^ notre travail, en effet, nous avons utilisé un assez 
grand nombre de documents anciens. Nous avons voulu 
que le lecteur pût facilement associer ces documents à 
leur milieu, a la période qui les a vus naître, et pour 
cela, qu'il lui fût possible de trouver sur cette période, 
sur ce milieu, quelques éclaircissements dans notre 
livre même. Il n'existe d'ailleurs en France aucun 
ouvrage donnant, h ce point de vue, les renseignements 
nécessaires; si, en effet, nous mettons à part les impor- 
tants travaux critiques de Paul Tannery, nous en som- 
mes encore, pour l'histoire des Mathématiques, à 
Montucla (1799) et à Chasles (1837). 
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VIII AVANT-PROPOS 

Certes, les œuvres de ces savants historiens ont une 

valeur considérable, mais elles ont vieilli; depuis leur 

publication, nombre de découvertes ont modifié, au 

point de la transformer, la physionomie de l'Antiquité 

et du Moyen âge. 
En revanche, les remarquables Leçons sur l'Histoire 

des Mathématiques de M. Cantor ont été pour qous un 

guide précieux, au cours des recherches entreprises 

pour la préparation de cet ouvrage. 

E. F. 



Notre ami M. Rojot a bien voulu s'imposer la tâche ingrate 
de revoir notre manuscrit; nous lui adressons ici nos bien 
vifs remerciements. 
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INTRODUCTION 

Esquisse de l'histoire de la géométrie élémentaire. 



On conçoit que du jour où le besoin de commodité ou d'em- 
bellissement nous a conduits à construire les édifices, du jour où 
le sentiment de la propriété a amené la limitation, la mesure et 
la division des champs, la géométrie pratique devait naître. Des 
documents remontant à l'antiquité la plus reculée confirment 
cette hypothèse. 

Mais il ne s'agit encore là que de procédés, sans lien entre eux, 
constituant un art et non une science. Pour arriver à l'étude des 
propriétés des figures considérées en elles-mêmes, indépendam- 
ment de toute relation avec le monde extérieur, il restait un pas 
difficile à franchir. Cet immense progrès, qui a eu d'incalcula- 
bles conséquences dans toutes les branches de l'activité humaine, 
4i été réalisé par le génie philosophique des Grecs ; la constitu- 
tion de la géométrie théorique est un des principaux mérites de 
ce peuple, si remarquable à bien des points de vue. 

11 appartenait enfin aux Modernes de réaliser l'union intime de 
la géométrie et du calcul, union qui devait conduire aux impor- 
tantes découvertes qui se sont succédé depuis le 46" siècle dans 
le domaine mathématique. 

BIBLIOGRAPHIE 

Montccla. — Histoire des Mathématiques. Paris, 2* édit., 1799-1802, 
i vol. in-4°. 

Ghasles. — Aperçu historique sur l'origine et le développement des mé- 
thodes eu géométrie. Bruxelles, 1837 ; Paris, 1875, in-i°. 

Hankel. — Zur Geschichte der Mathematik in Alterthum tirai Mittelalter. 
Leipzig, 1874, gr. in-8°. 

FouitfiEY. — Curioi. (jeu m. 1 
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Cantor. — Vorlesungen iiber Geschiehte der Mathematik. Leipzig, 2* édit , T 

1894-1901, 3 vol. gr. in-8°. 
Zeuthen (Trad. française de J. Mascart). — Histoire des Mathématiques 

dans l'antiquité et le moyen âge. Paris, 1902, in-8°. 



§ 1. — L'ORIENT ANTIQUE 
Géométrie pratique. 



Égyptiens. — S'il fallait en croire les historiens grecs, la géo- 
métrie aurait pris naissance en Egypte. En particulier, Hérodote 
(5 e s. av. J.-C.) rapporte (Livre II, 109) que Sésostris « fit le 
partage des terres, assignant à chaque Egyptien une portion de 
terre, et carrée, qu'on tirait au sort, à la charge néanmoins de 
lui payer tous les ans une certaine redevance qui composait 
son revenu. Si le fleuve [le Nil] enlevait à quelqu'un une partie 
de sa portion, il allait trouver le roi et lui exposait ce qui lui était 
arrivé. Ce prince envoyait sur les lieux des arpenteurs pour voir 
de combien l'héritage était diminué, afin de ne faire payer la 
redevance qu'à la proportion du fonds qui restait. Voilà, je crois, 
l'origine de la géométrie qui a passé de ce pays en Grèce ». La 
version de Diodore de Sicile (i cr s. av. J.-C.) et de Proclus (5 e s.) 
est un peu différente : on aurait élé obligé de recourir aux arpen- 
teurs à chaque crue du Nil pour tracer à nouveau les limites dis- 
parues des propriétés. 

Si l'on entend le mot géométrie dans son sens étymologique 
arpentage, il est hors de doute, en effet, d'après les documents qui 
nous sont parvenus, que les Égyptiens ont été relativement ha- 
biles dans cette voie. D'autre part, leurs harpcdonàptes (tendeurs 
de cordeau), qui étaient chargés, d'après un mode rituel fixé à 
l'avance, de procéder à l'orientation des temples suivant le mé- 
ridien, employaient certains tracés pratiques que nous ignorons, 
mais qui étaient sans doute analogues à ceux que nous ont trans- 
mis les Çulvasûtras hindous (Introd., §4). Cependant, rien jusqu'à 
présent ne permet de penser qu'ils aient constitué une géométrie 
spéculative ; on peut conjecturer tout au plus qu'ils en possédaient 
les premiers éléments sous forme intuitive. 

Parmi les documents certains permettant de se faire une opi- 
nion sur le degré de culture mathématique des Égyptiens, on 
peut citer au premier rang le célèbre papyrus de Rhind, qui fait 
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partie des collections du Brilish Muséum à Londres et qui a été 
déchiffré en 4879 par l'égyptologue allemand Eisenlohr. C'est un 
Manuel du Calculateitr à l'usage des marchands et des arpenteurs, 
composé par un scribe nommé Ahmès, environ 1700 à 2000 ans 
avant notre ère, d'après des écrits plus anciens encore. La partie 
géométrique comprend la résolution généralement approxima- 
tive de problèmes pratiques concernant le calcul de quelques 
aires planes et de quelques volumes simples ; on y rencontre éga- 
lement des notions sur la similitude (voir 2 e Partie). 

Le second document que nous ayons à citer est constitué par 
l'inscription hiéroglyphique du temple de Horus à Edfou (Haute 
Egypte), qui a été signalée en 1855 par l'égyptologue allemand 
Le psi us. Cette inscription, qui date d'environ 100 ans av. J.-C, 
énumère les mesures des différentes'terres qui formaient la pro 
priété foncière du temple. On y trouve des régies approximatives 
pour le calcul du triangle et du quadrilatère (2° Partie, Chap. 2). 

Nous signalerons enfin, en dehors des figures géométriques 
qu'on rencontre fréquemment sur les monuments, la connais- 
sance que possédaient les Egyptiens du procédé dit des carrés 
pour agrandir ou diminuer une figure dans un rapport donné. 

BIBLIOGRAPHIE 

Eisenlohr. — Ein mathematischeg Handbueh der nlten Aeyyptev. Leipzig, 

1877, I vol. in-'*° et 1 atlas in-fol. 
Lepsius. — Veber eine hieroc/lyphische ÏAschrift am Tempel von Edfu. 

Mém. de l'Acad. de Berlin, 1835. 

_ * 

Chaldéens. — Pendant longtemps, l'Egypte fut regardée comme 
le seul berceau des sciences ; mais les découvertes faites vers le 
milieu du siècle dernier, et qui se sont poursuivies depuis d'une 
façon ininterrompue, ont prouvé que les nations habitant la ré- 
gion du Tigre et de l'Euphrate étaient parvenues à un degré de 
culture au moins égal. 

Bien qu'on n'ait rencontré aucun ouvrage systématique de 
mathématiques dans les étranges bibliothèques qu'on a retrouvées 
et où les livres sont constitués par des tablettes et des cylindres 
d'argile recouverts de caractères cunéiformes, il n'en est pas 
moins vrai que les Chaldéens furent, comme les Égyptiens, d'ha- 
biles architectes et arpenteurs; les plans d'édifices et de terrains, 
ainsi que les innombrables textes traitant de la vente des champs, 
qui nous ont été conservés, ne laissent aucun doute à cet égard. 

Leur système de poids et mesures reposait comme le nôtre sur 
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des bases scientifiques. Toutefois, la véritable composition de ce 
système et les valeurs de ses diverses unités ne sont pas encore 
complètement élucidées ; cette question a fait et fait encore l'ob- 
jet de vives discussions entre les assyriologues. 

Nous savons peu de chose sur les connaissances géométriques 
des Ghaldéens en dehors des questions pratiques de dessin et 
d'arpentage ; nous signalerons toutefois qu'ils avaient une cer- 
taine notion de la similitude et que c'est à eux qu'il convient de 
faire remonter la division sexagésimale de la .circonférence. Les 
figures géométriques paraissent avoir été pour ce peuple des.sym- 
boles divinatoires. 

BIBLIOGRAPHIE 

Lenormant. — Essai sur un document mathématique chaldéen. Paris, 

1868. 
J. Oppert. — Travaux divers, notamment dans les Comptes rendus des 

séances de l'Académie des Inscriptions et Belles-Lettres. 
Sayce. — Babylonian augury by means of geometrical figures. — Transact. 

of the Soc. of Biblical Archœology, vol. IV. Londres, 1876. 
Heuzey. — Découvertes en Chaldée. Paris, 1884, in-fol. 
Aurès. — Théorie de l'arpentage chez les Assyriens. S. 1. n. d., in-4°. 
Aurès. — Détermination des t)iesures agraires de longueur et de superficie 

autrefois en usage chez les Assyriens. Nîmes, 1891, in-8°. 

Chinois. — Le plus ancien document authentique qui ne porte 
pas trace de l'influence étrangère et qui nous soit parvenu est 
« le livre sacré du calcul », dit Tchcou-pci, divisé en deux parties. 
La première, très courte et qui doit avoir été composée vers 1400 
av. J. -G., contient à peu près le seul résultat suivant: le triangle 
de côtés 3, 4, 5 est rectangle, et dans ce triangle on a 

3* -M 2 ^5-. 

La deuxième partie, qui daterait au moins de Tan 213 av. J.-C, 
a trait à l'astronomie. En somme, quoi qu'en pensent les Chinois, 
qui regardent cet ouvrage comme la base fondamentale des con- 
naissances mathématiques de tous les peuples, le Tcheou-pei 
donne une pauvre idée de la science antique en Chine. 

Les traités plus récents, écrits à une époque où l'influence hin- 
doue et arabe avait pu se faire sentir, mais non celle des mission- 
naires européens, sont le Su-schou-kiu-tschang ou les Neuf sections 
de l'art numérique (vers 1240) et le Soitan-fa-tony-lfiong ou Traité 
complet de l'art de compter (1593) ; ils ne contiennent que des 
questions simples de géométrie pratique. 
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BIBLIOGRAPHIE 

Ed. Biot. — Traduction et examen du Tcheou-pei. J» 1 Asiat., 4« r sem. 1841. 
Ed. Biot. — Table générale du Souan-fa-tong-tsong. JM Asiat., l w sem. 

1839. 
Biernatzki. — Die Arithmetik der Chinesen. J» 1 ftir d. reine und ang. 

Mathem. (Crelle), tome.52. Berlin, 1830. 



§ 2. — LES GRECS 
Ci corné trie théorique. 

Tout ce que nous savons de précis sur les origines de la géo- 
métrie en 1 Grèce est à peu près exclusivement emprunté à des 
passages succincts d'un commentaire de Proclus (5 e s.) sur le 
Livre 1 des Éléments d'Euclide ; ces passages ont été composés 
d'après l'Histoire de la Géométrie d'Eudème (4° s. av. J.C.). 

Pour le surplus, on en est réduit à des conjectures basées sur 
des citations isolées de divers auteurs grecs ou latins. 

BIBLIOGRAPHIE 

Brbtschneider. — Die Géométrie und die Geometer vor Euklides. Leipzig, 

1870, gr. in-8°. 
Paul Tanneby. — La Géométrie grecque. Paris, 1887, gr. in-8°. 
Gino Loria. — Le Scienze esatte neW antica Grecia. Modénc, 1895, in-fol. 
Zeuthen (Trad. française de J. Mascart). — Histoire des Mathématiques 

dans l'antiquité et le moyen âge. Paris, 1902, in-8°. 

Un précurseur. — Le premier géomètre et philosophe grec 
connu est Tiialès de Milet (entre 627 et 547 av. J.-C.)- Les rensei- 
gnements qu'on possède sur sa vie sont vagues et contradictoires; 
on sait cependant d'une façon à peu près certaine qu'il voyagea 
en Egypte. 

D'après Proclus, Thaïes aurait énoncé les propositions sui- 
vantes : 

4° Si deux droites se coupent, les angles opposés par le sommet 
sont égaux ; 

2° Dans tout triangle isocèle, les angles à la base sont 
égaux ; 

3° Un triangle est déterminé par un coté et ses deux angles 
adjacents. 



O INTRODUCTION 

Eudème fait remonter ce dernier théorème à Thaïes, car « il 
devait nécessairement s'en servir, d'après la manière dont on 
rapporte qu'il déterminait la distance des vaisseaux en rner »; 

4° Le diamètre d'un cercle le divise en deux parties. 

Il est très contestable que Thaïes ait démontré cette dernière 
proposition, comme l'affirme Proclus, car les notions géométri- 
ques n'étaient pas encore assez avancées à cette époque pour qu'on 
sentit la nécessité d'une démonstration. Euclide lui-même se con- 
tente d'énoncer le fait dans une définition. 

D'après Pamphila, compilatrice de la fin du 4 cr s., Thaïes 
aurait «inscrit le triangle rectangle dans le demi-cercle». On 
conclut fréquemment de ce témoignage que le Milésien de- 
vait connaître la propriété pour les angles d'un triangle d'avoir 
une somme égale à deux droits. Mais cette conclusion est peu 
vraisemblable, car Proclus attribue formellement ce théorème 
aux Pythagoriciens ; il est plus probable que Thaïes avait déduit 
pratiquement la propriété rappelée du triangle rectangle du fait 
qu'un rectangle peut être inscrit dans un cercle. 

Enfin Plutarque (1 er s.) nous rapporte que Thaïes ravit le roi 
d'Egypte par la manière dont il mesura la hauteur d'une pyra- 
mide sans aucun instrument ; il aurait eiîectué cette mesure par 
la comparaison de l'ombre de la pyramide et de celle d'un bâton 
de longueur connue dressé verticalement, au moyen de deux 
triangles semblables. Or, on a tout lieu de croire que la théorie 
de la similitude est postérieure à Thaïes ; Hiéronyme de Rhodes 
(-4° s. av. J.-C.) nous apprend d'à illeurs que l'opération dont il 
s'agit fut effectuée au moment de la journée « où l'ombre nous 
est égale » : il n'y a plus là qu'une notion intuitive de la propor- 
tionnalité, analogue à celle qu'on rencontre chez les Egyptiens. 

En résumé — c'est l'opinion de Paul Tannery — Thaïes appa- 
raît plutôt comme un chercheur de problèmes pratiques, qui 
a pu posséder quelques notions théoriques, mais sans les déve- 
lopper. 

École pythagoricienne. — Après Thaïes, le premier nom re- 
marquable que nous ayons à signaler est celui de Pythagore. Bien 
que ce fameux philosophe ait eu de nombreux biographes, nous 
ne savons à peu près rien de précis sur sa vie, car ses actions ont 
été déformées par la légende. Il est né à Samos vers 580 et est 
mort vers 500. Tous les auteurs s'accordent à dire qu'il voyagea 
en Egypte. Vers 536, il aborda en Italie, à Crotone, où il fonda la 
célèbre école qui porte son nom. Il aurait alors exercé une grande 
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influence politique et sociale dans la Grande-Grèce, mais ses doc- 
trines devaient en faire le partisan de l'aristocratie , et il dut fuir 
devant l'opposition démocratique ; il se serait laissé mourir de 
faim dans le temple des Muses à Métaponte. Quant aux associa- 
tions pythagoriciennes, elles furent dissoutes et leurs membres 
dispersés. 

C'est incontestablement à Pythagore et à son école que l'on 
doit la première impulsion véritable donnée à la géométrie, ainsi 
que la découverte des propositions fondamentales de celte science. 
Mais il est difficile de discerner ce qui revient en propre au 
maître et à ses disciples immédiats, car les Pythagoriciens 
avaient coutume de faire remonter leurs découvertes à leur chef 
d'école. 

En premier lieu, c'est à Pythagore qu'on devrait le fameux 
théorème du carré de l'hypoténuse (4 rc Partie, Chap. 2). D'après 
Proclus, il aurait démontré les propositions suivantes : 

4° La somme des angles d'un triangle est égale à deux droits ; 

2° L'assemblage de 6 triangles équilatéraux, ou de 4 carrés, ou 
de 3 hexagones, remplit exactement l'espace autour d'un point. 

(je dernier théorème implique chez Pythagore la connaissance 
de certaines propriétés des polygones réguliers. On sait d'autre 
part, d'après des passages d'un auteur grec, Lucieu (2 e s.), et d'un 
scoliaste d'Aristophane, que le pentagone régulier étoile servait 
de signe de ralliement aux Pythagoriciens. Comme la détermina- 
tion du côté de ce polygone dépend comme on sait de la section 
du rayon en moyenne et extrême raison — la section d'or ainsi 
qu'on l'appelait alors — on en a conclu que les Pythagoriciens 
devaient avoir résolu ce dernier problème. 

Dans le même ordre d'idées, Proclus rapporte qu'on doit à 
Pythagore la construction des figures du cosmos. On appelait ainsi 
les cinq polyèdres réguliers que les Pythagoriciens et les écoles 
qui en sont issues supposaient devoir être en rapport nécessaire 
avec le monde qui nous environne. Chez le Pythagoricien Timèe 
de Locres (4* s. av. J.-C), par exemple, le tétraèdre représentait le 
feu; le cube, la terre; l'octaèdre, le vent ; l'icosaèdre, l'eau ; et le 
dodécaèdre, l'enveloppe du monde. 

La théorie de la simililude'fut également étudiée avec succès dans 
l'école pythagoricienne, car Plutarque signale que Pythagore 
donna la solution du problème suivant : « Construire une figure 
équivalente à une figure donnée et semblable à une seconde. » 
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Nous savons encore par Proclus que l'on doit à Pythagore l'im- 
portante découverte des irrationnelles : il démontra que le rap- 
port entre l'hypoténuse et le côté d'un triangle rectangle isocèle, 
ou, ce qui revient au même, entre la diagonale et le côté du 
carré, ne pouvait être exprimé par aucun nombre connu (entier 
ou fractionnaire ; on sait que ce rapport est représenté avec nos 
notations actuelles par l'expression \J\ ). 

Afin de s'affranchir de la considération des irrationnelles dans 
les raisonnements mathématiques, les Pythagoriciens, et après 
eux les géomètres grecs, imaginèrent de représenter les grandeurs 
par des segments de droite. Ces segments, dont la valeur numé- 
rique pouvait être quelconque, puisqu'elle dépendait de l'unité 
de longueur choisie, jouaient ainsi le même rôle que les lettres en 
algèbre ; c'est là l'origine de ce qu'on a appelé l'algèbre géomé- 
trique. 

En résumé, on voit qu'au moment de la dispersion des Pytha- 
goriciens, la plupart des théories qui font l'objet de la géométrie 
élémentaire se trouvaient ébauchées. 

Parmi les géomètres indépendants qui ne se rattachent pas à 
l'école pythagoricienne, nous avons à citer QEnopide de Ghios 
(5 e s. av. J.-C), Hippocrate de Chios (milieu du 5 e s. av. J.-C.) et 
Démocrite (460-357). 

Selon Proclus, GEnopide aurait résolu les deux problèmes sui- 
vants : i° Abaisser d'un point donné une perpendiculaire sur une 
droite donnée; 2° Construire un angle égal à un angle donné, le 
sommet et un côté de l'angle étant donnés. 

Aucun des ouvrages du célèbre philosophe Démocrite ne nous 
est parvenu, mais nous savons qu'il avait écrit un Traité de Géo- 
métrie. Dans un passage qui nous a été conservé, il se vante de 
n'avoir été dépassé par personne, même par les harpédonaptes 
égyptiens, dans la démonstration mathématique. 

Hippocrate de Chios est un des plus illustres géomètres grecs. 
11 commença par pratiquer le commerce maritime ; mais ayant 
été dupé par la douane athénienne à Byzance, il vint à Athènes 
pour réclamer justice. Afin d'occuper ses loisirs, il aurait alors 
suivi les leçons des philosophes, puis fondé lui-même une école. 

Proclus nous apprend qu'Hippocrate fut le premier qui com- 
posa des Eléments (de mathématiques). Mais il s'est surtout rendu 
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célèbre par ses études sur les lunules qui portent son nom (3 e Partie, 
Chap. 4); l'analyse de son travail sur ce sujet par l'historien 
Eudème nous a été conservée par un écrivain du 5° s., Simpli- 
cius. C'est vraisemblablement à notre géomètre que Ton doit le 
théorème relatif à la proportionnalité des aires des cercles et des 
carrés de leurs diamètres. 

Trois problèmes fameux, dont l'étude fut extrêmement féconde 
pour la science, furent posés vers le temps d'Hippocrate : la qua- 
drature du cercle, la duplication du cube et la trisection de 
l'angle. 

L'Académie. — Nous arrivons à la période la plus brillante* 
de la philosophie grecque, dont Platon (427-348 av. J.-C.) fut un 
des plus illustres représentants. Après un voyage en Italie et en 
Sicile où il recueillit les doctrines pythagoriciennes, il fonda à 
Athènes la célèbre Académie, école qui devint bientôt et qui 
resta «jusqu'à la fin de la vie de son fondateur, extrêmement flo- 
rissante. 

Platon était loin de partager pour les mathématiques le dédain 
de son maître Soc rate, qui estimait suffisant de « savoir assez de 
géométrie pour mesurer son champ ». Proclus nous rapporte en 
effet que Platon « fit prendre aux mathématiques en général, à la 
géométrie en particulier, un essor immense, grâce au zèle qu'il 
déploya pour elles et dont témoignent assez ses écrits remplis de 
discours mathématiques et qui, à chaque instant, éveillent l'ar- 
deur pour ces sciences chez ceux qui s'adonnent à la philosophie ». 
La tradition recueillie par un auteur byzantin du 11 e siècle' de 
notre ère, Psellus, nous fait connaître encore que Platon aurait 
écrit au fronton de 1* Académie : « Que nul n'entre ici s'il n'est 
géomètre ». 

Personnellement, il ne s'occupe pas de recherches mathéma- 
tiques, mais il encourage ses disciples dans cette voie. 11 se serait 
surtout attaché aux méthodes, si Ton en croit la tradition; Proclus 
nous rapporte qu'il a inventé l'analyse, qui consiste, comme on 
sait, à ramener par une suite de propositions un théorème donné 
à une proposition connue. Mais on est certain que cette méthode* 
a été employée avant lui, tout au moins sous forme rudimen taire, 
notamment par Hippocratc de Chios ; peut-être lui a-t-il seule- 
ment donné une forme scientifique inattaquable. 

D'après ce qu'il est possible de conjecturer, les géomètres de 
l'Académie ont précisé les définitions, réduit le nombre des 
axiomes, amélioré les démonstrations des propositions connues 
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et misau jour de nombreux théorèmes nouveaux. Cerl ai ns d'entre 
eux composèrent des Éléments qui ne devaient pas différer sensi- 
blement de ceux écrits postérieurement par Euclide. 

C'est le lieu de citer Aristote (384-322 av. J.-C), te grand philo- 
sophe grec, disciple de Platon ; il avait composé un Traité de Ma- 
thématiques qui ne nous est point parvenu. Ses élèves Théophraste 
(374-287) et Eudéme (350-290) ont écrit chacun une Histoire de la 
Géométrie qui n'a pas été conservée. 

En dehors des géomètres de l'Académie, nous avons à signaler 
Archytas de Tarente (vers 430- vers 348 av. J.-C), philosophe et 
homme d'État, ami de Platon ; surtout célèbre pour diverses in- 
ventions mécaniques qu'on lui attribue, il s'occupa également 
avec succès de la géométrie. 

Eidoxe de Cmde (407-354 av. J.-C), qui se posa en rival de 
Platon, fut le fondateur de l'École de Cyzique. Il est surtout 
connu comme astronome, mais il a également produit de remar- 
quables travaux géométriques. On lui doit notamment une théo- 
rie rigoureuse des proportions et nous savons par Archimède qu'il 
est l'auteur de démonstrations exactes de l'expression du volume 
de la pyramide et du c6ne. 

D'après Proclus, Mknkchme (4° s. av. J.-C), à la fois disciple de 
Platon et d'Eudoxe, passe pour avoir découvert les sections 
coniques (ellipse, parabole, hyperbole). 

L'École d'Alexandrie. — / rc Période. -— Fondée en 334 par 
le grand conquérant dont elle porte le nom, Alexandrie devint 
rapidement, sous la protection éclairée des Ptolémées, le centre 
intellectuel du monde antique. Les mathématiques y furent en 
particulier cultivées avec ardeur. C'est l'âge d'or de la géométrie 
grecque ; dans l'espace d'un siècle environ, nous voyons se succé- 
der ses trois plus brillants représentants: Euclide, Archimède 
et Apollonius. 

Euclide enseignait à Alexandrie vers le commencement du 
3 e s. av. J.-C, sous le règne de Ptolémée 1 er ; il y fonda la plus cé- 
lèbre école mathématique grecque. Il est surtout resté fameux 
pour avoir composé des Éléments où « il mit en ordre les travaux 
de ses devanciers et où il donna des démonstrations irréfutables 
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pour ce que ses prédécesseurs n'avaient pas suffisamment prouvé » 
(Proclus). On ne sait rien de précis sur sa vie.. Un géomètre du 
-4° siècle de notre ère, Pappus, nous le peint comme étant d'un 
naturel doux et modeste. P roc lus nous rapporte d'autre part que 
Ptolémée, demandant un jour à Euclide s'il n'y avait pas en géo- 
métrie de route plus courte que celle des Éléments, s'attira cette 
réponse: «Il n'y a pas en géométrie de chemin fait pour les 
rois. » (Suivant une version moins répandue, cette réponse aurait 
•été faile par Menechme à Alexandre le Grand.) 

Indépendamment des Éléments, Euclide avait écrit diverses 
oeuvres de géométrie élémentaire et supérieure qui, pour la plu- 
part, ne nous sont pas parvenues. Parmi les ouvrages qui nous 
ont été conservés, nous citerons le livre des Données, recueil 
destiné à faciliter la résolution des problèmes. Quant au livre 
sur le Partage des figures, on en connaît seulement un abrégé pu- 
blié et traduit par Woepcke en 4851. Un écrit arabe de même 
titre, portant comme nom d'auteur Mahomet de Bagdad, a été dé- 
rouvert en 1563 par John Dee et considéré par lui comme eucli- 
dien; il en Ht une traduction latine qui fut insérée dans l'édition 
d'Euclide de Grégory en 1703. Mais ce travail ne paraît pas avoir 
été directement composé sur le grec et n'est sans doute qu'une 
imitation de l'œuvre du géomètre alexandrin. 

Enfin nous savons qu'Euclide avait encore composé les Pseu- 
daria ; il y avait « énoncé séparément et en ordre les divers gen- 
res de faux raisonnements, exerçant pour chacun notre intelli- 
gence par des théorèmes de toute scrte, où il oppose le vrai au 
faux, et où avec la preuve il fait concorder la réfutation de l'er- 
reur» (Proclus). 

En raison de l'importance historique des Éléments, nous allons 
examiner cette œuvre un peu en détail. Tels qu'ils nous ont été 
transmis, les Éléments comprennent 15 Livres. Les treize premiers 
seulement sont d'Euclide ; quant aux deux autres, qui traitent des 
polyèdres réguliers, le XIV e est d'Hypsiclès qui appartient au siècle 
suivant, et le XV e serait dû, d'après M. Paul Tannery, à un géo- 
mètre byzantin du 6 e s. 

Le Livre 1 traite des constructions élémentaires, des cas d'éga- 
lité et des propriétés des triangles, des parallèles, de l'équiva- 
lence sous certaines conditions des triangles et des parallélo- 
grammes, du théorème du carré de l'hypoténuse. 

Dans le Livre 11 sont exposées les démonstrations géométriques 
•de certaines relations algébriques analogues à celle qui donne le 
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carré de la somme de deux nombres, ainsi que la résolution du 
problème de la division d'une droiLe en moyenne et extrême raison. 

Le Livre 111 renferme la Ibéorie du cercle et des diverses lignes 
qu'on peut y considérer; c'est à peu près l'équivalent du Livre II 
de nos géométries actuelles. 

Dans le Livre IV, on étudie les figures inscrites et circonscrites 
à la circonférence. 

Le Livre V est entièrement consacré à la théorie des propor- 
tions. 

La similitude est présentée dans le Livre VI à l'aide des théo- 
rèmes du Livre précédent. Un certain nombre de questions réso- 
lues aujourd'hui par la considération de triangles semblables 
sont traitées dans les quatre premiers Livres, sans avoir recours à 
celle considération, par le moyen d'artifices qui reposent souvent 
sur le théorème du carré de l'hypoténuse et sur les propositions 
du Livre 11. 

Les Livres VII, VIII et IX traitent de la théorie des nombres et 
le Livre X des incommensurables. 

Avec le Livre XI, nous revenons à la géométrie ; on y expose 
les propriétés des droites et des plans dans l'espace, des parallé- 
lépipèdes. 

Enfin, le Livre XII s'occupe de la pyramide, du cône et du cy- 
lindre, et le Livre XIII des polygones et des polyèdres réguliers. 

Chacune des propositions géométriques des Éléments comprend 
en général cinq parties : 1° l'énoncé ; 2° l'exposé, qui est une répé- 
tition de Ténoncé où sont utilisées les lettres de la figure ; 3° la 
construction des lignes nécessaires h la démonstration ; 4° la dé- 
monstration; 5° la conclusion, qui est encore une répétition de 
l'énonça (3° Partie, Chap. 4). Dans le cours de la démonstra- 
tion, les idées s'enchaînent suivant une logique rigoureuse et on 
se réfère toujours pour chaque construction ou chaque chose 
avancée à une définition ou à une proposition antérieure. 

Mais il résulte pour le lecteur de cette solennelle façon de pro- 
céder une fatigue qui rend l'élude d'Euclide peu attrayante et 
qui est encore aggravée par ce fait que les Anciens, comme nous 
l'avons vu, raisonnaient sur les grandeurs elles-mêmes représen- 
tées géométriquement et non sur les nombres qui les mesurent. 
Ils conservaient ainsi aux raisonnements toute leur généralité, 
mais la lecture en était pénible par suite de la nécessité de suivre 
à la fois le texte et la figure ; ils se privaient en outre du béné- 
fice de la concision que procure le calcul. 

Pour la même raison, on ne rencontre pas dans les Éléments, 
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comme dans les ouvrages actuels de géométrie, des propositions 
donnant d'une manière explicite Taire des surfaces ou le volume 
des corps, comme par exemple celle-ci : « L'aire d'un parallélo- 
gramme a pour mesure le produit du nombre qui mesure sa base 
par le nombre qui mesure sa hauteur, lorsqu'on prend pour unité 
d'aire le carré construit sur l'unité de longueur». On y trouve 
seulement cet énoncé : «Deux parallélogrammes de même hauteur 
sont entre eux comme leurs bases ». Les calculs d'aire et de vo- 
lume faisaient partie chez les Grecs de la géométrie pratique, 
complètement distincte de la géométrie théorique. 

Quoi qu'il en soit, les Éléments d'Ëuclide constituent un mo- 
dèle de rigueur scientifique atteint par bien peu d'ouvrages mo- 
dernes. Us ont été pendant vingt siècles, dans tout le monde civi- 
lisé, l'ouvrage classique par excellence pour l'enseignement de la 
géométrie ; on constate d'ailleurs actuellement une tendance 
générale à revenir aux méthodes d'Ëuclide. 

Les Éléments nous ont été transmis par les Arabes. Adélard de 
Bath, puis Gérard de Crémone et enfin Cam panas ont donné aux 
12 e et 13 e siècles les premières traductions latines d'après l'arabe. 
La version de Cam pan us — la première qui ait été imprimée — 
fut publiée à Venise en 4482 par Erhard Ratdolt et souvent réim- 
primée depuis. La première traduction sur le grec parut à Venise 
en 1505 par les soins de Zamberti. L'édition la plus récente est 
celle d'Heiberg, parue à Leipzig en 1883-1888. La dernière traduc- 
tion en français, avec texte grec et latin, est celle de Peyrard : 
elle date de 1814-1818. 

Le plus grand mathématicien de l'antiquité, Arcdimède (vers 
287-212 av. J.-C.), est né à Syracuse ; il était parent du roi Hiéron, 
si nous en croyons Plularque. 11 est probable qu'il fit ses études à 
Alexandrie. 

Sa défense de Syracuse contre les Romains commandés par 
Marcellus est restée légendaire. Polybe, Tite-Live et Plutarque ne 
tarissent pas sur les merveilleux engins dus à son génie inventif 
et qui lui permirent de tenir l'armée romaine en échec pendant 
trois années consécutives. Marco 11 us réussit enfin à s'emparer de 
la ville par surprise et, pendant la prise de possession, Archimède 
fut tué par un soldat. On grava sur son tombeau, comme il 
l'avait demandé, un dessin représentant une sphère inscrite dans 
un cylindre, pour rappeler une de ses plus belles découvertes. 
En 75 av. J.-C., Cicéron, alors questeur en Sicile, retrouva ce 
tombeau enfoui sous les ronces et les épines (Tusculanes, V). 
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Esprit profondément original, Archimède dédaigne les sen- 
tiers battus ; les sujets qu'il traite n'ont jamais été étudiés avant 
lui et il emploie pour arriver à son but des méthodes qui lui sont 
propres. Ses travaux sur la géométrie élémentaire qui nous sont 
parvenus sont les suivants. 

Dans le livre De la mesure du cercle, il établit que le rapport de 

la circonférence au diamètre est compris entre 3 v et 3 - 

(2 e Partie, Chap. 3). Le traité Sur la sphère et le cylindre comprend 
deux livres. Archimède y démontre en particulier: 1° que la 
surface d'une sphère est quadruple de celle d'un dé ses grands 
cercles ; 2° que les surfaces et les volumes de la sphère et du cy- 
lindre circonscrit sont entre eux comme 2 et 3. Un recueil de 
Lemmes, dont nous possédons seulement la version arabe, con- 
tient plusieurs propositions intéressantes. Enfin le grand géomè- 
tre grec est encore l'auteur d'un jeu géométrique connu sous le 
nom de loculus Archimcdius (4 rc Partie, Chap. 3). 

Avec Archimède, la géométrie élémentaire, telle que nous la 
concevons aujourd'hui, est définitivement constituée. Elle com- 
prend, en effet, la matière des Eléments d'Euclide, les mesures 
du cercle et de la sphère, ainsi que les propriétés des figures sphé- 
riques qui, chez les Anciens, étaient considérées comme faisant 
partie de l'astronomie et étaient assurément connues au temps 
du géomètre syracusain. 

Né à Perge, en Pamphilie, Apollonius, auquel les Grecs ont 
décerné le titre de « grand géomètre », vécut à Alexandrie vers 
la fin du 3 e et au commencement du 2 e siècle avant Jésus-Christ. 
Pappus nous dépeint son caractère sous des traits peu favorables. 

L'ouvrage capital d'Apollonius est un grand traité «les Coniques 
en 8 livres dont 7 seulement nous ont été conservés. Il y rassem- 
ble les travaux de ses devanciers pour en faire un tout homogène, 
puis il expose ses propres recherches avec une profondeur de vues 
qui excita l'admiration des géomètres de la Renaissance, époque 
à laquelle on publia les premières traductions de ses œuvres. In- 
dépendamment des Coniques, Apollonius avait composé sur la 
géométrie divers autres ouvrages dont la plupart ne nous sont pas 
parvenus. 11 avait notamment écrit deux livres perdus sur les 
Contacts ; il y exposait la série des problèmes où il s'agit de mener 
des circonférences tangentes à des droites ou à des circonférences 
données. Ce dernier ouvrage a été reconstitué par Viète en 1600. 



ESQUISSE DE L HISTOIRE OE LA GÉOMÉTRIE 15 

Nous savons enfin, par divers passages de Proclus sur lesquels 
Paul Tannery a appelé l'attention, qu'il avait entrepris une revi- 
sion des Éléments d'Euclide, notamment en ce qui concerne les 
définitions et les axiomes. 

2 e Période. — Après cette phase si brillante de la géométrie 
grecque, les savants vont se tourner de préférence vers les ma- 
thématiques appliquées, vers l'astronomie surtout. Nous n'aurons 
plus à signaler que quelques noms remarquables. 

Théodose (1 cp s. av. J.-C. ?) et Ménélas (fin du i er s.) écrivent 
des ouvrages intitulés Sphériques où ils exposent les propriétés 
des figures tracées sur la sphère, propriétés dont les plus élémen- 
taires étaient certainement connues avant eux. 

On ne sait pas exactement à quelle époque a vécu Héron 
d'Alexandrie. Celte question, qui a donné lieu à de nombreuses 
discussions, n'est pas encore élucidée ; néanmoins, d'après des 
recherches récentes, on est fondé à penser que le savant alexan- 
drin est postérieur à notre ère. 

Héron a écrit sur les Éléments d'Euclide un commentaire dont 
il ne nous reste que des fragments, mais il s'est surtout créé une 
place à part dans le domaine de la géométrie pratique. Dans le 
Traité de la Dioptre, il décrit un instrument perfectionné analogue 
à notre théodolite, qui servait à la fois au nivellement et au levé 
de plans ; il y indique en outre la solution des problèmes techni- 
ques qu'on peut avoir à résoudre sur le terrain (2 e Partie, Chap. 1). 

On savait d'autre part par Eutocius. mathématicien du 6 e siè- 
cle,, que Héron avait composé un ouvrage intitulé Métriques ; on 
avait fait sur sa composition les hypothèses les plus diverses que 
la découverte du manuscrit à Constantinople en 4896 est venue 
détruire. Les Métriques comprennent trois livres : le premier est 
consacré à la mesure des surfaces planes ou rondes, le second à 
la mesure des volumes et le troisième à des problèmes de divi- 
sions de surfaces et de volumes ; les démonstrations de Héron 
9ont bien conduites, et elles sont concises, contrairement à l'ha- 
bitude des grands savants de la première période. 

On a enfin conservé sous la dénomination de Collection héro- 
nienne divers recueils composés probablement au 40° siècle de 
notre ère à Constantinople, contenant surtout des règles prati- 
ques relatives à la mesure des surfaces et des volumes, et qui 
ont été publiés par Hullsch en 4864. Jusque vers le milieu du 
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19° siècle, ces écrits, où les erreurs sont nombreuses, avaient 
bien été considérés comme byzantins, mais à la suite de la publi- 
cation, en 4854, d'un remarquable mémoire de Th.-H. Martin, 
dont les conclusions ont été reprises et développées par M. Cantor 
dans ses Leçons sur l'Histoire des [Mathématiques, on pensait qu'il 
ne fallait voir là que des compilations maladroites faites sur les 
Métriques mêmes et qu'elles constituaient le fond de ce dernier 
ouvrage : comme on y retrouvait la trace de l'influence égyp- 
tienne, on admettait dès lors que Héron n'avait fait que recueillir 
et améliorer les procédés pratiques en usage sur les bords du Nil. 
La publication du manuscrit de Gonstantinople a permis de 
•constater que ces conclusions étaient inexactes : les Métriques 
constituent bien une œuvre originale et de source entièrement 
grecque. 

Assurément, les géodètes byzantins ont utilisé l'ouvrage de Hé- 
ron, mais il se trouve aussi dans la collection pseudo-héron ienne 
bon nombre de règles qui n'ont pas été indiquées par le géomètre 
alexandrin. On est donc amené à penser, contrairement à ce 
■que Ton croyait, que les Byzantins ne se sont pas contentés de 
copier servilement les œuvres des mathématiciens de l'antiquité. 

Un des plus grands astronomes grecs, Ptolkmke (2 e s.), est Tau- 
leur de la Composition mathématique, plus connue sous le nom 
à'Almageste ; ce remarquable ouvrage, où sont exposées méthodi- 
quement toutes les connaissances astronomiques de l'antiquité, 
contient quelques résultats géométriques intéressants, et en par- 
ticulier le théorème qui exprime la relation existant entre les dia- 
gonales et les côtés du quadrilatère inscrit. Nous savons en outre 
•que Ptolémée avait composé un livre, qui n'a pas été conservé, 
sur les fondements de la géométrie. 

Il nous reste de Pappus, qui vécut vraisemblablement vers le 
commencement du 4° s., une œuvre importante, les Collections 
mathématiques en 8 livres, dont le 1 er et une partie du 2° sont 
perdus. Indépendamment de quelques questions originales, il 
expose certains travaux des géomètres qui l'ont précédé ; à cet 
égard, les Collections de Pappus sont précieuses pour se faire une 
idée de ceux de ces travaux qui ne nous sont pas parvenus. 

Théon d' Alexandrie (lin du 4 e siècle), père de la célèbre Hypatia, 
<lonne une édition d'Euclide qui est la plus courante dans les ma- 
nuscrits ; il a également commenté l'Almageste. 
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Le célèbre philosophe néo-platonicien Proclcs (412-485) est l'au- 
teur d'un prolixe commentaire sur les Éléments d'Euclide dont il 
ne nous reste guère que ce qui a trait au Livre 1. Ce travail ne 
présente d'intérêt qu'en ce qu'il a fourni la plus grande partie 
des renseignements que nous possédons sur l'histoire de la géo- 
métrie grecque. 

Enfin Eltocius (G 1 * s.) a composé sur les livres d'Archimèdc 
relatifs à la mesure du cercle, à la sphère et au cylindre et sur 
les Coniques d'Apollonius des commentaires sans grande valeur 
propre, mais précieux au point de vue historique. 
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§ 3. — LES ROMAINS 
Les Agrimenseurs. 

« La géométrie fut chez les Grecs dans le plus grand honneur; 
aussi rien n'était plus brillant que leurs mathématiques. Mais chez 
les Romains, l'importance de cet art a été limitée à Futilité du 
calcul et de la mesure. «(Cicéron. — Tiiscnlanes, Liv. I, Chap. II.) 

Chez ce peuple utilitaire, en effet, la géométrie ne pouvait guère 
être cultivée que pour les besoins de la vie courante: tracé des 
camps militaires, délimitation et division des contrées conquises, 
mesure des champs, etc. ; elle se réduisait donc à l'arpentage. 
Mais pour cette même raison, les arpenteurs romains, qu'on appe- 
lait agrimcnsores ou encore gromatici, jouèrent un rôle considérable. 
D'abord arbitres et experts dans les contestations cadastrales, ils 
constituèrent sous l'empire un corps de fonctionnaires nombreux 
et importants qui se recrutèrent dans des écoles régulières ouvertes 
à cet effet. Vers la fin de l'empire d'Occident, leur savoir se res- 
sentit de la décadence générale; néanmoins leurs pratiques sur- 
vécurent et on en retrouve la trace dans tout le moyen âge. 

Avant les récentes recherches sur l'âge de Héron et la publica- 
tion de ses Métriques, on pensait avec M. Cantor que les arpenteurs 
romains avaient surtout puisé leurs connaissances dans les ou- 
vrages du savant alexandrin. Actuellement, on doit rejeter cette 
conclusion, « non seulement parce que la tradition des agrimen- 
seurs est antérieure à Héron, mais encore parce qu'elle est net- 
tement différente des Métriques » (P. Tannery). Leurs procédés 
proviendraient dès lors d'une part de source étrusque et, d'autre 
part, des mêmes sources grecques que celles d'où a été extraite 
la collection pseudo-héronienne. 

Les principaux écrits des agrimenseui's Frontinus, Nipsus, Bal- 
bus, etc., composés entre le 1 er et le 6° siècle de notre ère, furent 
réunis pour l'enseignement dans les écoles et se conservèrent en 
partie intacts, mais en grande partie aussi altérés. Le recueil 
ainsi formé a été édité en dernier lieu à Berlin en 4848 ; en outre, 
on a publié depuis en Allemagne et en France le Traité d'arpen- 
tage d'EPAPHRODiTus et de Vitruvius Rufus, qui ne figurait pas dans 
la précédente collection. 

Ces divers écrits renferment surtout des règles se rapportant à 
deux questions principales : calcul de l'aire ou du volume des 
figures les plus simples et tracés sur le terrain. Leur étude donne 
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une piètre idée de la science de leurs auteurs et ne présente guère 
d'intérêt qu'au point de vue de l'histoire de la géométrie pratique. 
Cependant, vers la fin de- l'empire romain, quelques personna- 
lités s'adonnèrent aux mathématiques théoriques. Parmi elles, 
nous avons un seul nom remarquable à citer, celui de Boèce 
(470-524). Illustre homme d'Etat, conseiller de Théodoric qui le 
laissa condamner et périr au milieu d'horribles supplices, il pos- 
sédait un savoir encyclopédique et ses écrits lui ont assuré une 
grande influence pendant le moyen âge. On lui attribue en parti- 
culier un An Geomctriœ qui contient la traduction des énoncés 
des 4* premiers Livres des Éléments d'Euclidc, ainsi que des 
extraits des agrimenseurs. L'authenticité de cet ouvrage, qui 
contient un célèbre passage relatif à l'origine de nos chiffres, a 
été et est encore vivement discutée. 
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S 4. — XES HINDOUS 
CS (-omet rie versifiée. 

Jusqu'au commencement du 19 e siècle, la science des Hindous 
était restée ignorée. Ce fut donc une véritahle révélation 
lorsqu'à cette époque plusieurs orientalistes anglais publièrent 
la traduction de certains ouvrages mathématiques sanscrits. On 
reconnut alors que les Hindous avaient été vraisemblablement 
nos maîtres dans les théories numériques : leur algèbre notam- 
ment était assez avancée pour qu'ils aient pu résoudre des ques- 
tions dont la solution ne fut retrouvée par les Européens que dix 
siècles plus tard. 

Leur géométrie est loin de présenter la même valeur scienti- 
fique que leur algèbre ; elle porte en divers points la trace évi- 
dente de l'influence grecque. Les énoncés sont rédigés en vers 
d'une façon très concise, pour pouvoir être sans doute retenus 
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plus facilement par les élèves dans les écoles; on n'y rencontre 
ni définitions, ni axiomes, ni démonstrations régulières. Si une 
preuve est jugée indispensable, l'autour trace les lignes auxiliaires 
nécessaires, dispose sa figure de telle sorte que la proposition 
apparaisse comme évidente et il se contente de dire : « Voyez ! » ; 
si certains problèmes relativement compliqués sont résolus, c'esk 
en réalité par remploi de l'algèbre. Signalons cependant qu'il est 
parfois fait usage du principe de similitude. 

Les plus anciens ouvrages traitant de la géométrie, qui nous- 
aient été conservés, ont un caractère théologique. Les autels hin- 
dous devaient avoir une orientation, devaient posséder une forme 
prescrites à l'avance. Les règles géométriques qui permettaient de 
remplir ces prescriptions étaient contenues dans les Çulvasiîtras 
(Règles du cordeau) ; plusieurs de ces recueils sont parvenus 
jusqu'à nous. L'auteur de l'un d'eux, BudiiXyvna, parait avoir 
vécu aux environs de notre ère (:2 e siècle d'après M. Cantor); it 
enseigne d'intéressantes constructions géométriques exécutées- 
au moyen du cordeau (2 e Partie, Chap. 1). 

La période classique des mathématiciens hindous commence 
avec ARYABiiATr.v, né en 476 à Pâtaliputra. Son œuvre, VAryabhàt- 
tiyam, est divisée en quatre sections, dont la seconde est intitulée 
« Cléments de Calcul » ; les trois autres sections ont trait à l'astro- 
nomie. Cet ouvrage est rédigé d'une façon très laconique; on y 
trouve quelques règles de planimétrie et de stéréométrie dont 
plusieurs sont inexactes. 

Braiimkgui'Ta, né en 598, écrit vers 6:28 un traité d'astronomie 
intitulé Brdkma-Sphiïta-Siddhânta (Système de Brahma corrigé) 
dont les 42 e et 13° chapitres sont relatifs aux mathématiques 
pures : le 1 er est consacré à l'arithmétique (GànUàd'hyâya) et le 
"2 e à l'algèbre (Cuttacad'hyaya). La géométrie y est considérée 
comme formant une division de l'arithmétique ; elle consiste 
surtout en questions numériques concernant la mesure des sur- 
faces et des volumes, sans démonstrations. On y trouve entre 

autres choses la formule donnant la surface du quadrilatère 

> _ 

inscrit en fonction des côtés \/(p— '0 (p— b) (jp—c)(p—d) ; Brahme- 
gupta n'a d'ailleurs envisagé que le cas particulier où les diago- 
nales de ce quadrilatère sont perpendiculaires entre elles. 

Nous n'avons ensuite à citer aucun mathématicien hindou avant 
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Dhaskara, dit AcJLry.v ou le Savant, né en 1114; il est l'auteur 
du Siddhdntariromani (Couronnement du système), grand traité 
d'astronomie qui renferme deux sections portant comme titres 
particuliers Lildvatt (la charmante — nom de la fille de Bhâs- 
kara à laquelle ce livre est dédié) et Vîja-ganUa ou Calcul des 
racines. Le Lllâvali traite de l'arithmétique et le Vija-ganita est 
consacré plus particulièrement à l'algèbre. La géométrie est sur- 
tout exposée dans la première section, avec plus de prolixité que 
chez Brahmegupta ; indépendamment des problèmes sur la me- 
sure des surfaces et des volumes, on y rencontre d'assez nom- 
breuses questions sur les triangles rectangles, avec quelques dé- 
monstrations. 

Après Bhâskara, on ne trouve plus que des commentateurs qui. 
jusqu'au 47° siècle, annotent ses œuvres sans toujours les bien 
comprendre ; la science hindoue s'éteint rapidement. 
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§ 5. — LKS ARABES 
Transmission des* œuvres grecques. 



La civilisation des Arabes fut plus brillante que profonde ; en 
mathématiques, notamment, ils n'ont ajouté rien d'essentiel aux 
découvertes antérieures et ont puisé leurs connaissances aux sour- 
ces hindoue et grecque. D'ailleurs, leurs savants appartinrent 
pour la plupart aux races conquises (Syriens, Persans, etc.) ou à 
celles dites infidèles (Chrétiens et Juifs). 

Les Arabes ont cultivé de préférence la trigonométrie et l'al- 
gèbre, où ils faisaient usage de considérations géométriques ; ils 
se sont à peu près bornés, en géométrie pure, à traduire et à com- 
menter les œuvres grecques. Ces traductions furent surtout entre- 
prises à Bagdad, qui fut de beaucoup le centre scientifique le plus 
important, sous la dynastie des Abassides (8 e , 9° et 40° siècles); 
Almamoun (813-833) institua même à cet effet un collège spécial 
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de chrétiens. Au premier rang des ouvrages ainsi transcrits, 
faut citer les Eléments d'Euclide. 

Cette période est la plus remarquable de la mathématique arabe. 
Mohammed ben Moussa Au Khârizmi publie vers Tan 820 le premier 
ouvrage connu sur l'algèbre et dont le titre, corrompu, a donné 
son nom à cette science (Abrégé pour le calcul par djebret mokâ- 
balah). Cet ouvrage, d'une importance capitale au point de vue 
historique, fut composé à la demande d'Almamoun pour les be- 
soins de la vie courante ; il contient un chapitre sur la géométrie 
de mesure. Mohammed avait aussi composé, vraisemblablement 
avec ses deux frères, Ahmed et Alhasan, un écrit géométrique 
qui nous est parvenu en latin sous le titre Liber trium fratrum 
de geometria. 

Un des plus célèbres astronomes arabes, Aboûl-Wafà (940-998), 
est Fauteur d'un excellent Recueil de constructions géométriques, que 
nous aurons à citer dans le cours du présent ouvrage (l re Partie, 
Chap. 3 et 2 e Partie, Chap. i). Mahomet de Bagdad (10 e siècle) com 
pose un Traité sur la division des surfaces, calqué sur l'œuvre 
d'Euclide traitant du même sujet, et Hassan ben Haithem écrit 
(vers l'an 4009) un Traité des connues géométriques analogue aux 
Données du géomètre grec. Enfin Nassir-ed-Din (4201-4274) nous a 
laissé un intéressant commentaire des Éléments d'Euclide. 

A partir du 43 e siècle, les mathématiques sont en pleine déca- 
dence en Orient. Dans l'école espagnole, dont l'importance est 
loin d'atteindre celle de l'École de Bagdad, nous n'avons à signa- 
ler" aucun nom remarquable. 

En résumé, en dehors du traité d'Aboûl Wafà, les Arabes n'ont 
pas produit de travaux originaux en géométrie. 
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§6. — L'OCCIDENT LATIN AU MOYEN AGE 

4 re Période (5M2* s.). 
Ignorance scientifique. 

Depuis la chute de l'empire romain jusqu'au début du 42 e siè- 
cle, l'Occident latin est pjongé dans une profonde ignorance. Les 
ouvrages grecs sont inconnus, et les écrits des agrimenseurs 
môme sont très peu répandus. La géométrie en particulier est 
complètement délaissée ; classée dans le quajdrivium Q) avec 
l'arithmétique, la musique et l'astronomie, ce qu'on en sait se 
réduit à quelques définitions et énoncés sans démonstration. 

Les notions scientiûques tout à fait rudimentaires qu'on possède 
sont conservées dans les monastères. Les trois esprits les plus 
remarquables de cette période de ténèbres, les Anglo-Saxons Bède 
et Alcuin, et le Français Gerbert, sont des ecclésiastiques. 

Bédé (672-735) a composé un grand nombre d'écrits, dont 
quelques-uns relatifs à l'arithmétique, à la géométrie et à l'as- 
tronomie. On lui a attribué des Propositiones ad acuendos jtivenes 
(Propositions pour aiguiser la perspicacité des jeu nés gens), recueil 
de problèmes qui a probablement été le germe des ouvrages pos- 
térieurs sur les récréations mathématiques et qui contient quel- 
ques questions de géométrie pratique ; mais certains indices font 
supposer que Fauteur de cet ouvrage est plus vraisemblablement 
Alcuin. 

Le précepteur et Tami de Charlemagne, Alcuin (735-804), qui 
fut aussi disciple de Bède, eut une iniluence considérable sur ses 
contemporains. 11 s'efforça de développer le goût de l'étude chez 
les moines et créa de nombreuses écoles auprès des cloîtres et des 
cathédrales. 

Mais celui qui peut véritablement prétendre au titre de restau- 
rateur des sciences en Occident est Gerbert (vers 930-4003). Origi- 
naire d'Auvergne, il entra dans les ordres, alla s'instruire en Es- 
pagne, devint par la suite archevêque de Reims, puis de Havenne 
et enfin pape sous le nom de Sylvestre II. Ses connaissances, bien 
que très élémentaires, dépassaient tellement celles de ses contem- 
porains que ceux-ci l'accusèrent de magie. Il consacra à l'ensei- 
gnement une notable partie de son existence et acquit de ce fait 



(>) Par opposition au irivium, qui comprenait la grammaire, la dia- 
lectique et la rhétorique. 
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une grande réputation. On lui doit en outre d'avoir rassemblé les 
quelques documents légués par les Romains et que son autorité 
lit répandre. 

Gerbert composa divers écrits mathématiques, notamment un 
Libellus Geomclriœ qui ne nous est pas parvenu. On possède sous 
son nom, bien qu'il ne paraisse pas en être l'auteur, une Georne- 
tria qui comprend trois parties distinctes dues vraisemblablement 
à des écrivains différents. La première partie, la plus originale, 
est un essai inachevé d'une exposition méthodique de la géomé- 
trie ; dans la deuxième sont résolus divers problèmes d'arithmé- 
tique ; la troisième enfin a pour objet le calcul des longueurs, des 
surfaces et des volumes. Le noyau de cette dernière partie a peut- 
être été formé par le Libellus mentionné ci-dessus. 

Pendant le 11 e siècle, l'impulsion imprimée par Gerbert subit 
un temps d'arrêt, et il faut arriver au commencement du 42 1 ' 
siècle pourvoir un véritable courant scientifique se dessiner sous 
l'influence des Sarrasins d'Espagne. Adélard de Batii (vers 4115) 
et Gér\rd de Crémone (1114-1187) traduisent les Eléments d'Eu- 
clide d'après les versions arabes. 



2 e Période (iè 9 -milieu du 15 e *.)• 
Influence arabe. 

Vers le début du 13° siècle apparaissent les œuvres du grand 
mathématicien du moyen âge, Léonard de Pise dit Fibonacci. Après 
avoir vécu à Bougie où son père était facteur au comptoir pisan, 
il voyage en Orient et revient à Pise. 11 y écrit en 120:2 son fameux 
Liber Abaci, qui contient une exposition originale des connais- 
sances arabes en arithmétique et en algèbre, et qui constituera 
le fond des écrits des mathématiciens de la Renaissance. 

Indépendamment du Liber Abaci et de travaux algébriques im- 
portants, Fibonacci compose encore une Practica Geomctria publiée 
en 1220. Cet ouvrage renferme tout ce qui est contenu dans Eu- 
clide et Archimède sur la mesure des surfaces et des volumes ; 
on y trouve en outre la division des figures planes dans un rap- 
port donné, divers procédés d'arpentage et la partie élémentaire 
de la trigonométrie. Les données des problèmes sont numéri- 
ques; les démonstrations, où il est fait usage de l'algèbre, sont 
rigoureuses et présentées d'une façon très claire. En résumé, 
Léonard de Pise est un véritable mathématicien, supérieur à 
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tous ceux qui l'ont précédé et suivi dans le moyen âge. Ses tra- 
vaux ne se propagèrent néanmoins qu'avec une extrême len- 
teur. 

Après lui, on constate une nouvelle décadence. Nous n'aurons 
plus à signaler que quelques esprits éminentsqui, dans un milieu 
plus propice, eussent assurément pu fournir des productions 
présentant plus d'intérêt. 

Un des hommes qui eurent le plus d'influence sur le dévelop- 
pement intellectuel à la fin du moyen âge fut Jordanus Nemora- 
«ii s ou Jordanus de Saxe, qui fut élu en 122-2 général des Domi- 
nicains, ordre se consacrant à l'enseignement. Les divers écrits 
mathématiques, non sans valeur, qu'il composa se répandirent ra- 
pidement dans les écoles et furent longtemps réédités et com- 
mentés ; l'auto ri lé qu'il exerça sur ses contemporains fut d'ail- 
leurs une des causes qui rendirent difficile la diffusion des 
ouvrages de Fibonacci dans les Universités. On doit notamment à 
Jordanus un ouvrage estimable, De TriangultH, divisé en quatre 
livres. Dans les deux premiers, il traite des figures rectilignés ; 
dans les deux derniers, du cercle et des lignes qui sont avec lui 
en rapport étroit ; le second livre est en particulier consacré à la 
division des figures. 

Peu après, nous devons placer Campants de Novare (fin du 13 e 
siècle),-. surtout connu pour être l'auteur de la première traduc- 
lion latine des Eléments d'Euclide qui ait été imprimée. Signalons 
aussi en passant un Traite de Géométrie anonyme, composé sous le 
règne de Philippe le Hardi (1270-1285) et qui a été retrouvé par 
M. Ch. Henry. Le mérite essentiel de cet opuscule est d'être le 
premier travail de ce genre écrit en français ; on y donne quel- 
ques règles de planimétrie et de stéréométrie. Citons enfin dans 
le même ordre d'idées que ce dernier traité, l'intéressante Prac- 
tica Geometria de Domimci s de Clavasio (ou Domimcus Parisiensis), 
mathématicien éminent pour son temps, qui fut astrologue à la 
cour de France dans la seconde moitié du 14 e siècle. 

Nous revenons maintenant au monde ecclésiastique. Bradwar- 
dix (1290-1348), qui fut archevêque de Canterbury, a laissé une 
Geometria xpeculativa qui contient d'intéressantes propositions 
sur les polygones étoiles et les figures isopérimétriques. Le plus 
remarquable des successeurs de Fibonacci, Nicole Oresme, dont 
les découvertes ont été signalées par un érudit allemand, 
M. Curtze, mourut évèque de Lisieux en 1382 ; il a notamment 
exposé, dans son Tracta tu» de latitudiuibus formarum, le principe 
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du procédé retrouvé plus tard par Descartes pour représenter gra- 
phiquement la relation existant entre deux quantités variables 
au moyen d'une ordonnée (latitude) et d'une abscisse (longitudo). 
Enfin, le cardinal Nicolas de Cusa (1401-1464), qui encouragea les 
mathématiques, est resté célèbre pour ses nombreux essais de 
quadrature du cercle. 
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g 7. — LES MODERNES 

l rc Période : La Renaissance (milieu du 15 e -/?/i du 16 e siècle). 
Union de l'algèbre et de la géométrie. 

Après la stagnation du moyen âge, nous assistons à une reprise- 
générale de l'activité intellectuelle. Les Byzantins, chassés de 
Constantinople par les Turcs, se réfugient en Occident où ils font 
connaître les travaux des géomètres alexandrins clans leur forme 
originale. En particulier, les œuvres d'Archimède(1543) et d'Apol- 
lonius (1537), traduites d'après le grec, paraissent pour la pre- 
mière fois, Ces publications donnent une vive impulsion aux 
études mathématiques. 

Parmi les traducteurs les plus célèbres, nous citerons l'astro- 
nome allemand Miller dit Rkgiomontasus (1436-1476), qui dirigeait 
lui-rnème à Nuremberg l'imprimerie où furent exécutées de très 
belles éditions des mathématiciens grecs. Le Sicilien Maurolico- 
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(4494-1575) a laissé, indépendamment de ses propres recherches, 
une traduction des Coniques d'Apollonius et une intéressante 
paraphrase d'Archimède. Mais c'est surtout à l'Italien Gonmav 
dino (4509-4575) que l'Europe est redevable de précieuses tra- 
ductions des géomètres alexandrins, éclairées par de remarquables 
commentaires. 

Toutefois, la véritable caractéristique de cette période réside 
«»n ce fait que l'union entre la géométrie et l'algèbre, ébauchée 
par les Hindous, les Arabes et les savants du moyen âge, va 
devenir de plus en plus intime et aboutir au 47 e siècle à la créa- 
tion de la géométrie analytique et du calcul infinitésimal. 

En 1494, parait la Summa de Ârithmetica, Geomctria, Propor- 
tioni et Proportionalita du franciscain italien LrcA Paciuolo. 
connu encore sous le nom de Lrcts de Birgo (4445-mort après 
4544). Cet ouvrage se divise en deux sections, l'une relative à 
l'arithmétique et à l'algèbre, l'autre à la géométrie. La dernière 
comprend huit parties, traitant de la mesure des surfaces et des 
volumes, de la division des figures et de diverses questions d'ar- 
pentage ; les problèmes géométriques sont souvent résolus avec 
le secours de l'algèbre, sur des données numériques. On con- 
state dans la Summa de nombreux emprunts aux écrits de Léo- 
nard de Pise, dont les travaux se trouvèrent ainsi portés à la con- 
naissance des géomètres ; mais la copie est inférieure au modèle 
tant par la forme que par le fond. Tel quel, cet ouvrage a néan- 
moins contribué puissamment au progrès des mathématiques au 
46° siècle. Paciuolo est encore l'auteur d'un curieux ouvrage in- 
titulé De divina proportionv (4509), où il expose de nombreuses 
applications aux arts de la division d'une droite en moyenne et 
extrême raison. 

De même que Paciuolo, les mathématiciens de la Renaissance 
font constamment usage de l'algèbre en géométrie, et inverse- 
ment. On le constate en particulier chez les savants italiens Car- 
iuno (4501-4576) et Tartaglia (4505-1557), auxquels l'algèbre doit 
de notables progrès et dont les démêlés sont restés célèbres. 
L'œuvre principale deTartaglia, General Tratlatodi humer i ctmisure 
(4556-4560), est divisée en six parties dont les quatre dernières, 
consacrées à la géométrie, renferment d'intéressants problèmes; 
on lui reproche toutefois de contenir beaucoup d'incorrections. 

Nous arrivons ainsi au Français François Viétk (4340-4603). 
qui crée l'algèbre littérale et va permettre ainsi de réaliser 
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l'union complète de la géométrie et de l'algèbre. Jusque-là, en 
■effet, comme nous avons eu occasion de le signaler, les démons- 
trations géométriques présentées sous forme algébrique étaient 
basées sur les données numériques, et il ne pouvait en être au- 
trement puisque l'algèbre était une science exclusivement nu- 
mérique. Le raisonnement gagnait en commodité et en rapidité, 
mais il perdait en même temps la généralité que nous avons ren- 
contrée chez les Grecs. L'emploi de symboles permettait de con- 
server à la géométrie ce dernier caractère, tout en lui gardant 
les avantages du calcul. 

Viète ne se contente pas de créer l'algèbre moderne; il l'ap- 
plique à la géométrie. Il entreprend d'une manière systématique, 
notamment dans ses Effectiones geomvtriav (4593) et dans son Sup- 
plemcntum Gcomctriiv (4593), la résolution algébrique des problè- 
mes géométriques en même temps que ^la construction géomé- 
trique des formules algébriques. On doit encore à Viète, dans un 
ordre d'idées différent, la reconstitution de l'ouvrage perdu d'Apol- 
lonius, Des Contacts, qu'il publie en 4600 sous le pseudonyme 
<TAi»ollomus Galixs : il y résout le problème, difficile pour son 
temps, de mener une circonférence tangente ù trois circonféren- 
ces données. 

Signalons encore comme travaux d'application de l'algèbre à la 
géométrie les remarquables aperçus de Kepler (4574-4634) sur les 
polygones étoiles dans son immortel ouvrage Harmonices Mundi 
<4649). 

Durant la Renaissance, les mathématiciens italiens se passion- 
nent littéralement au sujet des constructions géométriques exé- 
cutées avec une ouverture de compas constante. 

On s'occupe également des tracés géométriques approchés. 
Nous citerons sur ce point : le grand artiste italien Lionardo i>a 
Vinci (445*2-4549), qui a indiqué dans ses manuscrits nombre de 
constructions approximatives mais paraissant avoir été tenues 
par lui pour exactes ; un opuscule anonyme de la tin du 45° siè- 
cle, la Geometria deutsch ; et un intéressant ouvrage du célèbre 
peintre et graveur allemand Albrecut Dirkr (1474-4528), intitulé 
Undcnveymng der messung mil dem zirkel und richschcyt (Instruc- 
tion sur le mesurage avec le compas et la règle) (45-25). Mais à la 
différence de Vinci, Durer sait que ses tracés ne sont pas rigou- 
reux. 

Enfin, on publie à la même époque de nombreux écrits sur la 
géométrie pratique, parmi lesquels nous signalerons l'excellent 
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ouvrage du jésuite allemand Gi.ayh:s (4537-1612), connu aussi pour 
une bonne édition des Éléments d'Eurlide, et celui du Hollandais. 
Simon Stkvin (15'i8-1620). 
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2 e Période (du 17 e au 19 e siècle). 
Changement de forme de la géométrie grecque. 

Avec le 17 e siècle, commence une ère nouvelle dans l'histoire 
des mathématiques. Descartes, par "la création de la géométrie 
analytique (1637), Newton et Leibniz par l'invention du calcul 
infinitésimal (2 e moitié du 17 e siècle) ouvrent un vaste champ de 
spéculations, fécond en importantes découvertes. 

Pendant près de deux siècles, la géométrie pure est à peu près, 
délaissée. Toutefois, quelques savants comme Pascal, Desargues, 
lluyghens, La Hire en font encore l'objet de leurs travaux ; ils 
préparent l'avènement au début du 19 e siècle de ce qu'on a ap- 
pelé la géométrie supérieure et où devaient s'illustrer entre au- 
tres Monge, Carnot, Poncelet et Ghasles. 

En ce qui concerne plus particulièrement la géométrie élé- 
mentaire, nous n'avons rien d'important à signaler jusqu'à la fin 
du 18° siècle. Les seuls travaux originaux composés durant celte 
période et dont il mente d'être parlé sont le Cours mathématique 
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de Pierre Hèrigone (4 rc moitié du 47 e siècle), publié en -1644, et la 
Charade ristica Geomctria du grand savant et philosophe allemand 
Leibniz (4646-1716), composée en 1679, mais non publiée à l'époque. 
Ces deux ouvrages, où sont exposées des notations destinées à sim- 
plifier le langage et à faciliter le raisonnement en géométrie, 
sont les premiers essais connus de ce qu'on nomme aujourd'hui 
la « Logique mathématique » (l rc Partie, Chap. 2, § 5). 

Dans le cours du 49 e siècle, on s'est livré à d'intéressantes 
recherches, on s'est en particulier beaucoup occupé des construc- 
tions géométriques. Les Anciens s'imposaient la condition, dans 
leurs opérations graphiques, de ne se servir que de la règle et du 
compas. On s'est donc ingénié à rechercher comment on devrait 
s'y prendre pour effectuer ces opérations avec la règle seule ou 
avec le compas seul ou encore par d'autres procédés, puis on a 
étudié le degré de simplicité et d'exactitude de ces construc- 
tions. 

Dans le siècle qui vient de finir, les mathématiciens ont égale- 
ment porté leurs efforts sur l'examen des axiomes qui servent 
de base à la géométrie. 

Enfin, depuis 4873, la « géométrie du triangle » a été l'objet 
d'importants travaux de la part de nombreux géomètres, au premier 
rang desquels il convient de citer : en France MM. E. Lemoine et 
H. Brocard, en Belgique M. J. Neubeag. 

Nous nous contenterons, pour terminer, de dire quelques mots 
sur les modifications de forme subies en France par les traités de 
géométrie élémentaire du 17° siècle à nos jours. 

Jusqu'au milieu du 17 e siècle, la géométrie théorique est ex- 
clusivement enseignée au moyen des Eléments d'Euclide sous 
leur forme primitive, c'est-à-dire par l'emploi de démonstrations 
exclusivement géométriques. Parallèlement aux éditions de l'œu- 
vre du savant grec, on publie de nombreux ouvrages dits de 
géométrie pratique, où, à côté de certaines questions qui ne se 
trouvent pas dans les Eléments, comme par exemple la mesure 
du cerclé, sont exposés des problèmes numériques sur la plani- 
métrie et la stéréométrie. 

Ce fut le célèbre Antoine àrnavld (4643-4692), l'un des auteurs 
de la Logique de Port-Royal, qui, en France, porta le premier 
coup à l'autorité jusque-là incontestée d'Euclide, en publiant en 
4667 ses Nouveaux Elemens de Géométrie. « Il n'estoit pas fort diffi- 
cile à l'Auteur de la nouvelle Logique ou Art de penser, dit Nicole 
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qui a écrit la préface de l'ouvrage, de remarquer... les défauts de 
la méthode d'Eurliée cl CaiMCii qu'oe powfit ëi gé tc t la #»- 

mélrie éans un meilleur ordre. » Arnauld expose donc les ma- 
tières de la géométrie plane des Éléments dans un ordre différent 
de celui du géomètre grec, mais à peu près pareil à celui qui est 
suivi de nos jours ; il faut bien dire qu'il n'est pas toujours heu- 
reux en essayant de réformer Euclide. Son ouvrage est surtout 
caractérisé par l'introduction des démonstrations algébriques 
partout où cela est possible ; en outre, on n'y trouve plus ces 
fatigantes répétitions de l'énoncé que nous avons signalées chez 
les Anciens; il est ainsi beaucoup plus facile à lire que les Élé- 
ments et restera longtemps le modèle suivi par les auteurs pos- 
térieurs. 

En 1685, le R.-P. Bernard Lamy (1610-1745), prêtre de l'Ora- 
toire, publie des Elément de Géométrie conçus d'après le même 
plan que ceux d'Arnauld ; ils contiennent en outre ce que nous 
appelons aujourd'hui la géométrie de l'espace, ainsi que la me- 
sure du cercle, sauf toutefois la détermination de x. Ce petit ou- 
vrage, clair et concis, a été très estimé en son temps. 

Vers la fin du 17 e siècle, nous avons à mentionner la Géométrie 
élémentaire et pratique de Siuveir (4653-1746), rééditée en 4753 
par Le Blond. La disposition est encore calquée sur celle d'Ar- 
nauld, mais nous voyons apparaître pour la première fois des 
énoncés pratiques pour la mesure des surfaces et des volumes, 
comme celui-ci : « L'aire d'un cercle est égale à la moitié du produit 
dosa circonférence par son rayon». Toutefois, les démonstrations 
qu'il donne des propositions correspondant à ces énoncés, et qu'il 
base sur la doctrine des indivisibles, sont loin d'être rigoureuses. 

Nous signalerons en passant la partie géométrique des Élément 
de Mathématiques de Varigxon (4654-472:2), publiés en 4731, qui 
contient quelques intéressantes constructions approchées, et les 
Élémens de Géométrie de Clairait (1743-4765), parus en 4741, où 
l'auteur, sous une forme excellente, cherche à rendre l'étude de 
cette science plus attrayante en faisant découler les vérités géo- 
métriques des faits sensibles. 

Enfin, en 4794, paraissent les remarquables Éléments de (iéomé- 
t rie de Legendre (4752-4833) qui, dès leur apparition, eurent un 
succès considérable ; ils sont restés classiques pendant plus d'un 
siècle et forment encore aujourd'hui en France la base des ouvra- 
ges de géométrie élémentaire. Legendre y expose dans le même 
ordre qu'aujourd'hui la matière des Éléments d'Kuclide, la plani- 
métrie et la stéréométrie avec des énoncés pratiques, la mesure 
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du cercle avec la détermination de x ; il y introduit enfin les pro- 
priétés des triangles sphériques. 11 se montre beaucoup plus rigou- 
reux que ses devanciers, bien qu'il ne réussisse pas toujours dans 
ses essais de réduction du nombre des principes admis par les géo- 
mètres grecs. On lui a reproché d'avoir eu trop souvent recours 
aux démonstrations par l'absurde, mais c'était une conséquence 
même de la condition qu'il s'était imposée de ne pas employer 
la méthode des limites, jugée par lui comme n'étant pas assez, 
simple pour être introduite dans un ouvrage de cette nature. 

Avec Legendre, la géométrie élémentaire est définitivement 
constituée sous sa forme actuelle; ses successeurs ne feront que 
modifier certains points de détail. Nous devons cependant signa- 
ler, en terminant, qu'une tendance commence à se manifester 
dans l'enseignement, en France et en divers pays étrangers, en 
Italie surtout : mener de front l'exposition de la géométrie plane 
et celle de la géométrie de l'espace qui sont actuellement, comme 
chez Euclide, absolument distinctes. Celte idée, émise en 4826 par 
Gergoxne, a été mise en pratique par Mauistiie en 4844 et reprise 
en 4874 par M. Cii. Mkray. 
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DÉFINITIONS ET DÉNOMINATIONS 



§ t. — Définitions. 

Géométrie. — a) La géométrie est la science des 
propriétés de l'étendue figurée (d'àlembert, 1739). 

à) La géométrie est une science qui a pour objet la 
mesure de l'étendue (Legendre, 1794). 

c) La géométrie a pour but l'étude de la grandeur et 
de la forme des objets matériels, abstraction faite de 
leur essence (Paul Tannery, 1894 et Faifofer, 1903). 

* d) On donne le nom de figure à un ensemble quel- 
conque de surfaces, de lignes ou de points. 

La géométrie a pour but l'étude des propriétés des 
figures et, en particulier, comme son nom l'indique, la 
mesure de l'étendue (Rouché et de Comberousse, 1891). 

é) La géométrie est la science des corps matériels en- 
visagés seulement au point de vue de leurs formes, de 
leurs étendues et de leurs positions relatives. 

Fourret. — Curtos. géom. 3 
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Une figure est ce à quoi l'esprit réduit un corps quand 
il en fait l'étude au point de vue purement géomé- 
trique (Ch. Méray, 1903). 

Point. — à) Ce qui est indivisible en tous sens, mais 
qui a une position (àristote, 4 e s. av. J.-C.). 

b) Le point est ce qui n'a aucune partie. 

Les extrémités d'une ligne sont des points (Euclide, 
3 e s. av. J.-C). 

c) Le point exprime ce qui est le plus limité en exten- 
sion, par suite la position simple. 

Tous les points sont superposables (Leibniz, 1679). 

d) Les extrémités d'une ligne se nomment points 
(Legendre, 1794). 

é) L'existence d'un atome suffit pour réaliser un point 
mathématique (Cauch y, 1832). 

/) Le point mathématique est une forme sans gran- 
deur. 

Le point est ce qui est déterminé par soi-même 
(Delbœuf, 1860). 

g) On donne le nom de points aux limites ou extré- 
mités d'une ligne, aux intersections mutuelles des lignes 
(Rouciié et de Comberodsse, 1866-91). 

fi) Un point correspond à l'idée abstraite que nous 
nous faisons d'un corps extrêmement petit dont nous 
ne considérons que la position dans l'espace, d'une 
région peu étendue, mais nettement délimitée d'un 
corps quelconque (Ch. Méray, 1903). 

Ligne, surface, volume. — à) Parmi les grandeurs 
[géométriques], Tune n'est divisible qu'en un sens uni- 
que, c'est la ligne ; l'autre en deux, c'est la surface ; 
l'autre l'est en trois, c'est le volume. Il n'y a pas de 
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grandeurs autres que celles-là, parce que trois est tout ' 
et que trois renferme toutes les dimensions possibles. 
En effet, ainsi que le disent les Pythagoriciens, l'uni- 
vers entier et toutes les choses dont il est formé sont 
déterminés parle nombre trois. À les entendre, la fin, 
le milieu et le commencement forment le nombre de 
l'univers (Aristote, 4 e s. av. J.-C). 

b) Une ligne est une longueur sans largeur. 

Une surface est ce qui a longueur et largeur seule- 
ment. 

Les extrémités d'une surface sont des lignes. 

Un solide est ce qui a longueur, largeur et épaisseur. 

Un solide est terminé par des surfaces (Euclide, 
3 e s. av. J.-C). 

c) Nous avons la notion de la ligne lorsque nous di- 
sons de mesurer seulement la longueur d'une route ou 
d'un mur, car alors nous ne pensons pas en plus à la 
largeur, mais nous ne tenons compte que de la distance 
dans un seul sens ; tandis que si nous mesurons une 
aire, nous considérons la surface ; si un puits, le solide. 
Dans ce dernier cas, nous réunissons ensemble toutes 
les distances pour dire que le puits est de tant, eh lon- 
gueur, en largeur et en profondeur. Les sens peuvent 
d'ailleurs nous donner une perception de ligne lorsque 
nous regardons les séparations des endroits éclairés et 
de ceux qui sont dans l'ombre, soit sur la Lune, soit sur 
la Terre. Car il y a là un intermédiaire sans dimension 
suivant la largeur, mais qui s'étend en longueur entre 
la lumière et l'ombre (Apollonius, 3 e s. av. J.-C. ; 
d'après Proclus). 

d) Le chemin suivi par un point se déplaçant vers un 
autre est une ligne. Ce chemin est continu, car cha- 
cune de ses parties a des extrémités qui sont com- 
munes avec une précédente et une suivante. 



36 DES DÉFINITIONS ET DÉMONSTRATIONS GÉOMÉTRIQUES 

Le déplacement d'une ligne dont les points ne se rem- 
placent pas s^ns cesse donne une surface. 

Le déplacement d'une surface dont les points ne se 
remplacent pas sans cesse donne un corps. 

Mais le corps ne peut se déplacer sans que tous ses 
points ne se remplacent continuellement; c'est pour- 
quoi il ne produit pas de nouvelle dimension (Leibniz, 
1679). 

é) L'étendue a trois dimensions: longueur, largeur 
et hauteur. 

La ligne est une longueur sans largeur. 

Surface est ce qui a longueur et largeur sans hauteur 
ou épaisseur. 

Solide ou corps, ce qui réunit les trois dimensions de 
l'étendue (Legendre, 1794). 

f) La considération des corps matériels nous suggère 
l'idée Retendue ou de vohime.Le volume d'un corps est 
essentiellement limité; sa limite, qui le sépare de l'es- 
pace environnant, prend le nom de surface. Les diverses 
faces d'un corps sont autant de surfaces dont les limites 
ou les intersections s'appellent lignes (Rouché et de 
Comberousse, 1866-91). 

g) L'idée de ligne nous vient des corps allongés, 
mais extrêmement déliés autrement. 

Des corps extrêmement réduits en épaisseur nous 
donnent l'idée de surface (Cn. Méray, 4903). 

Ligne droile. — I. Définitions reposant sur la notion de 
mouvement. — a) /m droite est la ligne telle que si l'on 
immobilise deux de ses points, tous les autres sont immo- 
bilisés par cela seul (Leibniz, 1679). 

A) La ligne droite est celle gui peut tourner autour de 
ses extrémités immobiles sans changer déplace (Peyrard, 
1809). 
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c) II peut arriver que le mouvement d'une figure inva- 
riable soit tel que tous les points d'une ligne apparte- 
nant à cette figure restent immobiles pendant que tous 
les points situés en dehors de cette ligne se meuvent. Uns 
pareille ligne s'appellera ligne droite (Poincaré, 1891). 

Ces trois définitions, qui sont d'ailleurs au fond iden- 
tiques, impliquent deux axiomes: la possibilité du mou- 
vement d'une figure invariable et celle de l'immobilisa- 
tion des points d'une ligne dans un mouvement particulier 
de la figure. Le dernier axiome est énoncé explicitement 
dans la troisième définition. 

d) Le chemin le plus simple d'un point se déplaçant 
vers un autre est une droite (Leibniz, 1679). 

Définition vague. 

II. Définitions reposant sur la notion de distance. — La no- 
lion de distance de deux points peut être considérée 
comme une notion première révélée par l'expérience : 
ce sera par exemple un nombre mesurant l'intervalle 
de ces deux points. 

a) La ligne droite est le plus court chemin d'un point 
à un autre (ànt. àrnauld, 1667. — Varignon, 1731. — 
Legendre, 1794). 

On a beaucoup critiqué cette définition où se trou- 
vent confondues les notions de ligne et de distance, 
essentiellement distinctes ; de plus, on peut la consi- 
dérer comme une proposition démontrable, en partant 
d'une définition plus simple de la ligne droite. 

On dit souvent, mais à tort, que la définition ci-des- 
sus a été employée pour la première fois par Archi- 
mède. Le savant grec s'en sert seulement à titre d'axiome 
sous la forme suivante : La ligne droite est la plus 
courte des lignes qui ont mêmes extrémités. 

à) La ligne droite est une série de points dont chacun 
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est à égale distance de trois points donnés (Fourier, 
1795). 

Soient A, B, C les trois points donnés qui, on le sait, 
déterminent un plan, et le centre du cercle passant 
par ces trois points. Le lieu des points situés à égale 
distance de A, B, C est effectivement la droite perpen- 
diculaire au plan ABC passant par 0. 

Mais, ainsi que le faisait observer Monge dans la dis- 
cussion où Fourier caractérisait ainsi 
/^^^\ la ligne droite, « les définitions doi- 

/ V e vent être simples » ; et il est difficile 

de se faire une idée de la droite avec 
B la définition donnée ci-dessus. 

Celle-ci implique d'ailleurs deux 

axiomes, d'abord qu'il existe bien un 

lieu géométrique de points satisfaisant aux conditions 

énoncées, et ensuite que ce lieu comprend seulement 

une droite. 

c)La ligne droite AB est le lieu géométrique des points 
M tels qu'il n'y a aucun autre point D de l'espace pour 
lequel on ait en même temps MA = DA et MB = DB 
(d après Cauchy, 1832). 

Cette définition qui, comme la précédente, implique 
deux axiomes, est aisée à justifier. 

Considérons, en effet, un point M' situé hors de AB. 

Il existe une infinité de points D tels 
J? qu'on ait M'A = DA et MB = DB ; 

\ il suffit pour les obtenir de faire 

\ mouvoir M' autour de A et B sup- 
A \ N w / B posés immobiles, les distances M'A 
x \ /' et M'B restant invariables. Ces 

m» points D n'existent plus si M' est 

sur la droite en M, car M est im- 
mobilisé dans le mouvement. 

On voit que la définition de Cauchy est équivalente 
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à celle de Leibniz, puisque partant de l'une on retombe 
sur l'autre. 

III. La droite individualisée par deux points. — a) La ligne 
droite est celle qui est également placée entre ses points 
(Euclide, 3 e s. av. J.-C; d'après Peyrard). 

La ligne droite est celle qui repose également sur ses 
points (Euclide, d'après Duhamel). 

La ligne droite est celle qui est ex œquo en tous ses 
points (Euclide, d'après Paul Tannery). 

La définition d'Euclide « pèche un peu par la clarté 
et a pu donner lieu à des interprétations diverses. La 
ligne droite est, dit-il, celle qui repose également sur 
ses points. Que faut-il entendre par là? Veut-il dire que 
si Ton considère deux quelconques de ses points, elle 
ne pourrait être posée sur eux de plusieurs manières 
différentes, de sorte que, par deux de ses points, on ne 
peut concevoir une seconde ligne droite? Supposera- 
t-on, au contraire, £ue cette similitude entre ses points 
se rapporte aux différentes parties de la ligne droite? 
Cela n'est pas vraisemblable ; car cette identité de 
forme dans toute l'étendue d'une ligne s'appliquerait 
aussi bien au cercle et à l'hélice qu'à la ligne droite... 
Nous sommes porté à admeltre la première explication 
et nous croirons être d'accord avec Euclide en appe- 
lant 

b) ligne droite une ligne indéfinie telle que par deiw 
points donnés on n'en peut faire passer qu'une seule » 
(Duhamel).. 

c) La plus simple de toutes les lignes est la ligne droite, 
dont la notion est familière à tout le monde et dont un 
fil tendu offre l'image. 

Cette ligne est caractérisée par la propriété suivante : 
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deux poi?its déterminent une droite (Rouché et de Com- 
berousse, 1891). 

d) La ligne droite est la ligne entièrement définie par 
deux de ses points A et B(Babbarin, 1902). 

IV. Définitions diverses. — à) La droite est la ligne dont 
les extrémités sont ombragées par les points intermédiaires 
(Platon, 4 e s. av. J.-C). 

Considérons un point lumineux L placé sur une 
droite entre ses extrémités A etB. La lumière (dans le 
vide) se transmettant en ligne droite, les points compris 

entre L et A d'une part, entre 
Jr £ B L et B d'autre part, étant sup- 
posés opaques, formeront une 
ombre rectiligne passant respectivement par A et B. 

Mais cette définition, tout exacte qu'elle soit, repose 
sur des données entièrement expérimentales. 

b) La ligne droite est une ligne de direction con- 
stante. La ligne courbe est une ligne dont la direction 
change en chaque point (Ueberweg, d'après DeJbœuf, 
1860). 

Cette définition implique la notion de direction dont 
nous n'avons qu'une idée vague. 

c) La ligne droite est celle qui, étant menée d'un 
point à un autre, ne se détourne ni à droite ni à gauche 
et qui est la plus courte que l'on puisse mener entre ces 
deux points (Simpson, 1766). 

Définition surabondante ; elle implique à la fois la 
notion de direction et celle de distance. 

d) La trace d'un point qui serait mû de manière à 
tendre toujours vers un seul et même point est ce qu'on 
appelle une ligne droite. 

On appelle au contraire ligne courbe la trace d'un 
point qui, dans son mouvement, se détourne infiniment 
peu à chaque pas (Bezovt, 1768). 
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Définition vague ; on ne voit pas avec précisions 
comment un point tend vers un autre. 

é) La ligne droite est la limite qui sépare en deux partie* 
égales le plan infini et homogène (Bertrand de Genève,. 
1812). \ 

Définition manquant de précision. 

/) La droite est une ligne homogène, c'est-à-dire dont 
les parties, prises indifféremment, sont semblables entre 
elles et ne diffèrent qu'en longueur (Delbœuf, 1860). 

Cette définition est insuffisante pour caractériser la 
ligne droite, car elle s'applique également à la circon- 
férence et à Fhélice. 

Plan. — I. Définitions reposant sur la notion de distance. 
— a) Le plan est le lieu des points également disposés 
par rapport à deux points A et B (Leibniz, 1679). 

Le plan est une série de points dont chacun est à égale- 
distance de deux points donnés (Fourier, 1795). 

On sait, en effet, que le lieu des points de l'espace à 
égale distance de deux points donnés A et B est un 
plan perpendiculaire au milieu de la droite AB. 

b) Le plan ABC est la surface lieu des points M tels 

qu'il n'y a aucun autre point D 
de l'espace pour lequel on puisse 
avoir MA = DA, MB = DB et 
MC = DC; les points A, B, C 
étant supposés non en ligne droite 
(Gauchy, 1832). 

Pour tout point M' situé en 
dehors du plan ABC, il y a en 
effet un point D, symétrique de M' 
par rapport à ABC, pour lequel 
on a M'A = DA, M'B = DB et M'C = DC. 

II. Le plan individualisé par deux droites. — a) La surface 
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plane est celle qui est également placée entre ses droites 
(Euclide, 3 e s. av. J.-C. ; d'après Peyrard). 

Le plan est la surface qui est ex œquo pour toutes 
les droites qui y sont situées (Euclide/ d'après Paul 
Tannery). 

« Si la définition d'Euclide ne paraît pas au premier 
abord absolument claire, voici comment tous les géo- 
mètres sont néanmoins d'accord pour l'entendre: 

4 

b) Le plan est la surface entièrement définie par deux 
droites déterminées et sécantes AB et AC qu'elle ren- 
ferme » (Barbarin, 1902). 

Celte définition est la généralisation de celle de la 
droite. 

III. Définitions diverses. — a) Le plan est une surface que 
tous les points d'une ligne droite peuvent toucher (Vari- 
gnon, 1731). 

Le plan est une surface dans laquelle, prenant deux 
points à volonté et joignant ces deux points par une 
droite, cette ligne est tout entière dans la surface (Le- 
gendre, 1794; Rouché et de Comberousse, 1866-91). 

On a beaucoup critiqué cette définition, qui parait 
inspirée de celle d'Euclide. Elle renferme plus de con- 
ditions qu'il n'en faut pour déterminer le plan : deux 

droites suffisent, et la définition 
précédente en admet un nombre in- 
déterminé. 

On peut d'ailleurs démontrer, en 
partant de la définition II, A, que 
toute droite MN ayant deux points M 
et N dans un plan défini par les 
droites ÀB et AC est contenue tout 
entière dans le plan. 
En effet, le plan (AB, AC), étant 
identique aux plans (AB, AM) et (AB, AN), renferme 
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les droites AM et AN ; mais le plan (AM, AN), étant 
entièrement défini par ces droites, est identique à la 
fois aux plans (AM, MN) et (AB, AC); donc ce dernier 
renferme la droite MN. 

b) Le plan est ta limite qui sépare en deux parties égales 
f espace infini et homogène (Bertrand de Genève, 1812). 

La définition manque de précision. 

c) Le plan est une surface homogène (Delbœuf, 1860). 
Cette définition, généralisation de celle donnée pour 

la droite par le même auteur, est insuffisante pour 
■caractériser le plan, car elle s'applique également à la 
surface de la sphère. 

d) Le plan est le lieu des perpendiculaires menées par 
un point à une droite quelconque de l'espace (Duhamel, 
1866). 

Angle. — a) Un angle plan est l'inclinaison mutuelle 
-de deux lignes qui se touchent dans un plan et qui ne 
sont point placées dans la même direction (Euclide, 3 e s. 
av. J.-C). 

11 resterait à définir le terme «inclinaison », à moins 
«de l'admettre comme notion première. 

11 y a lieu d'observer que le terme « lignes » est mis ici 
pour « droites » ; les mots « dans un plan » sont super- 
flus puisque les deux droites se rencontrent. 

b) L'angle est la contraction en un seul point d'une 
surface sous une ligne brisée (Apollonius, 3 e s. av. J.-C. ; 
•d'après Proclus). 

Ainsi l'angle rectiligne plan serait formé par la con- 
traction du plan entre deux droites. 

Cette définition est moins claire que celle d'Euclide, et 
on ne peut savoir, d'après les seules citationsde Proclus, 
pour quelles raisons elle a été adoptée par Apollonius. 

c) Lorsque deux droites se rencontrent, la quantité 
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plus ou moins grande dont elles sont écartées l'une de 
l'autre s'appelle angle (Legendue, 1794). 

Il y aurait à définir le terme « écartement ». 

d) La considération de deux droites AB et AC qui se 
rencontrent conduit à une idée nouvelle qui est celle 
d'inclinaison mutuelle ou d'angle et qui ne saurait être 
définie, c'est-à-dire ramenée à une idée pius simple 
(Duhamel, 1866; Rouciié et de Comrerocsse, 1866-91). 

é) On appelle angle la partie d'un plan limitée par 
deux droites partant d'un même point (Bertrand de 
Genève, 1812 ; Faifofer, 1903). 

Ainsi l'angle serait un espace plan, contrairement 
au 6 e postulat du Livre I des Eléments d'Euclide : qu'il 
soit demandé que deux droites ne contiennent pas d'es- 
pace. La notion d'angle éveille plutôt en notre esprit 
une idée d'inclinaison mutuelle qu'une idée d'espace. 

Mais on a surtout critiqué l'emploi abusif qui a été 
fait de cette définition par Bertrand de Genève. 

/") On appelle angle la figure formée par deux droites 
qui se rencontrent en un point où on les suppose toutes 
deux limitées (De Tilly, 1880). 

Cette définition n'éveille pas en nous une idée précise 
de l'angle ; elle ne caractérise que sa forme. 

Carré et rectangle. — à) Parmi les figures quadri- 
latères, celle qui a ses côtés égaux et ses angles droits 
se nomme carré. 

Celle qui a ses angles droits, mais qui n'a pas ses 
côtés égaux, se nomme rectangle (Euclide, Définitions 
en tête du Livre I, 3 e s. av. J.-C). 

Ces définitions d'EucI ide on t été conservées par Legen- 
dre dans ses Éléments de Géométrie de 179i ; mais le 
savant français fait à ce sujet les réflexions suivantes : 
<c Dans la définition ordinaire du parallélogramme rec- 
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iangle et du quarré on dit que les angles de ces figures 
sont droits; il seroit plus exact dédire que leurs angles 
sont égaux. Car supposer que les quatre angles d'un 
quadrilatère peuvent être droits, et même que les angles 
droits sont égaux entre eux, c'est supposer des propo- 
sitions qui ont besoin d'être démontrées. Onéviteroit cet 
inconvénient et plusieurs autres du môme genre, si, au 
lieu de placer les définitions, suivant l'usage, à la tête d'un 
livre, on les distribuoit dans le courant du livre, cha- 
cune à la place où ce qu'elle suppose est déjà démontré ». 
Nous ajouterons qu'Euclide admet bien un peu plus 
loin, comme axiome, au début du Livre I, que les 
angles droits sont égaux entre eux, mais il démontre 
en revanche (Livre I, 32) que la somme des angles 
d'un triangle est égale à deux droits ; cette dernière pro- 
position sert, comme on sait, à prouver que la somme des 
angles d'un quadrilatère est égale à 4 droits, et par suite 
que les 4 angles d'un quadrilatère peuvent être droits. 

b) Parmi les quadrilatères convexes, on distingue : 
... le rectangle, qui a tous ses angles égaux entre eux;... 
le carré, qui a ses côtés égaux et ses angles égaux;... 
(Rolciié et de Comberousse, 1866-91). 

Ces définitions ne donnent plus lieu à critique, si l'on 
admet que les côtés et les angles d'un polygone peu- 
vent être tous égaux. 

Parallélogramme. — a) Parmi les figures quadrila- 
tères,... celle dont les côtés et les angles opposés sont 
égaux, mais dont tous les côtés ne sont pas égaux et dont 
les angles ne sont pas droits, se nomme rhomboïde 
(Euclide, 3 e s. av. J.-C). 

Robert Simpson (18 e s.) a fait observer que cette 
définition renferme une condition superflue, car si les 
côtés opposés d'un quadrilatère sont égaux, les angles 
opposés sont nécessairement égaux. 
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b) Parmi les quadrilatères, on distingue,., le paral- 
lélogramme, qui a les côtés opposés parallèles (Legen- 
dre, 1794). 

Circonférence et cercle. — a) Un cercle est une 
figure plane comprise par une seule ligne qu'on appelle 
circonférence, et telle que toutes les droites menées à la 
circonférence d'un des points placés dans cette figure 
sont égales entre elles (Ecclide, 3 e s. av. J.-C). 

b) Une ligne en mouvement étant placée de telle sorte 

que deux de ses points À et B 
restent immobiles, un autre point 
quelconque C de cette ligne décrit 
une circonférence (Leibniz, 1679). 

c) La circonférence du cercle est 
une ligne courbe dont tous les 
points sont également distants d'un 
point intérieur qu'on appelle cen- 
tre (Legendre, 1794. — Rougiié et de Comberousse, 
1866-91). 

d) La circonférence est un assemblage de points dont 

chacun est à une distance donnée de 
deux points donnés (Fourier, 1795). 

La circonférence ainsi définie est 
contenue dans le plan perpendiculaire 
mené par le milieu de la droite qui 
joint les points donnés A et B, et son 
centre est en 0. 

é) Prenons dans un plan un segment 
OA et sur ce segment un point M ; ima- 
ginons que le segment tourne autour du 
point 0, tout en restant dans le plan et jusqu'à ce qu'il 
ait repris sa position primitive. Par ce mouvement, le 
segment OM décrit une portion de plan qui s'appelle 
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cercle. Le point M, dans le mouvement considéré, décrit 
le contour du cercle; cette ligne s'appelle circonférence 
(Faifofer, 1903). 

Figures égales. — Deux figures sont égales quand 
on peut les superposer ; pour les superposer, il faut dépla- 
cer l'une d'elles jusqu'à ce qu'elle coïncide avec l'autre; 
mais comment faut-il la déplacer ? Si nous le demandions, 
on nous répondrait sans doute qu'on doit le faire sans la 
déformer et A la façon d'un solide invariable ; le cercle 
vicieux serait alors évident. 

En fait, cette définition ne définit rien : elle n'aurait 
aucun sens pour un être qui habiterait un monde où il n'y 
aurait que des fluides. Si elle nous semble claire, c'est 
que nous sommes habitués aux propriétés des solides 
naturels qui ne diffèrent pas beaucoup de celles des 
solides idéaux dont toutes les dimensions sont invariables. 

Cependant, tout imparfaite qu'elle soit, cette défini- 
tion implique un axiome, la possibilité du mouvement 
d'une figure invariable (Poincaré, 1891). 

Polygones semblables. — a) Les figures rectitignes 
semblables sont celles dont les angles sont égaux chacun 
à chacun et dont les côtés placés autour des angles égaux 
sont proportionnels (Euclide, 3 e s. av. J.-C). 

Cette définition a été conservée, sous une forme 
un peu différente, par les auteurs modernes. Legen- 
dre, qui lui-même Ta adoptée dans ses Éléments de 
géométrie (1794), fait observer qu'elle contient trois 
conditions de trop ; mais c'est précisément la difficulté 
de faire rentrer le nombre strictement nécessaire de 
conditions dans une définition simple qui a fait qu'on 
n'a pas modifié celle d'Euclide, en France tout au 
moins. 

Dans d'excellents Éléments de Géométrie dont la 13 e 
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édition italienne a été traduite en français en 1903, 
M. Faifofer suppose une correspondance établie entre 
les points de deux figures, d ? où le nom de segments cor- 
respondants et d'angles correspondants ; il donne alors 
la définition suivante : 

6) Si l'on peut établir, entre les points de deux figu- 
res, une correspondance univoque telle que deux angles 
correspondants quelconques soient égaux, on dit que les 
<leux figures sont semblables. 

Mais, avec cette définition, Fexposition de la théorie 
•de la similitude se trouve compliquée. 



§ 2. — Dénominations. 

Triangle. — Dans le Manuel égyptien d'Ahmès (2000 
av. J.-C), la base d'un triangle isocèle porte le nom 
de tepro (bouche) et le côté celui de merit (le large). 

Les Grecs appellent le triangle trigone (3 angles) ou 
tripleure (3 côtés); il est isocèle (jambes égales) si 
deux de ses côtés sont égaux, isopleure (côtés égaux) 
si les trois côtés sont égaux, scalène (inégal) si les trois 
côtés sont inégaux, orthogone si un angle est droit, 
ambligone si un angle est obtus et oxigone si les trois 
angles sont aigus. 

Les Romains emploient divers termes pour désigner 
le triangle : triangulum, trigonum, triquetrum. Il est 
orthogone ou rectanlge, isocèle, équilatéral ou isopleure, 
.scalène, obtusangle, acutangle. 

Les qualificatifs grecs isopleure, orthogone, ambligone 
al oxigone se retrouvent au Moyen âge et à la Renais- 
sance chez la plupart des auteurs. 

Chez les Uindous, Yavant-char est un triangle isocèle 
dont la hauteur est égale à la base. 

La hauteur d'un triangle est désignée chez les Grecs 
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parles mots hupsos (signifiant hauteur dans le sens gé- 
néral) ou cathète ; ce dernier terme est employé chez 
les Latins en môme temps que altitude. Les Arabes se 
servent du mot colonne, et dans un manuscrit français 
de la On du 13 e siècle on trouve le terme livel ou liviax 
(niveau, verticale). 

Les agrimenseurs romains désignent l'hypoténuse 
d'un triangle rectangle par le mot poclismus. 

Chez les Hindous, l'un des côtés d'un triangle étant 
pris pour base, les deux autres sont les jambes ; la 
hauteur relative à la base est la perpendiculaire ; les 
deux portions de base déterminées parle pied de la hau- 
teur sont les segments. Dans le triangle rectangle, l'un 
des côtés de l'angle droit est le côté, l'autre le droit. 

Quadrilatère. — On le dénomme tétrapleUre (4 co- 
tés) chez les Grecs, et en particulier trapèze (4 pieds) 
si ses quatre côtés sont inégaux. 

C'est le tétragonr des Hindous ; ceux-ci donnent au 
plus grand côté le nom de base ; le côté opposé à la 
base est le sommet, et lesdeuxautres côtés sont les flancs. 

Les Latins lui donnent des noms divers : quadrila- 
tère, quadrangle chez Alcuin (8 e s.), tétragone dans la 
Géométrie de (ierbert (10Ml r s.), helmuariphe chez 
Campanus (13 e s.) et à la Renaissance; on reconnaît 
l'origine arabe de ce dernier mot. Le côté opposéj à la 
base est la corauste dans la, Géométrie de Gerbert. 

Dans un manuscrit français de la fin du 13 e siècle, 
c'est la combe (*) non equilatère ; pour Errard de Bar- 
le-Duc (16 e s.), le quadrilatère est un trapézotde. 

Chez les Grecs un quadrilatère ayant un angle ren- 
trant est un koïlogone (de koïlos, creux, el gonia, angle); 



(') Combe, vallée étroite. 

Fourrey. — Curiu*. yvum. 



50 DES DÉFINITIONS ET DÉMONSTRATIONS GÉOMÉTRIQUES 

pour Léonard de Pise (13 e s.), c'est la figure barbue (ou 

en forme de barbe). 

En Angleterre, on donne actuellement le nom de kite 

{cerf-volant) à un quadrilatère convexe ayant deux 

côtés consécutifs égaux, ainsi que les 
deux autres. C'est un spear-head (fer 
de lance) si ce quadrilatère possède 
un angle rentrant. 




Carré. — C'est le tétragone chez les 

Grecs. Il est parfois appelé, dans 

la Collection héronienne, tétragone 

équilatéral rectangle : cette dernière 

dénomination est en môme temps, comme on voit, une 

définition précise. 

Pour les Romains, c'est le quadratum dont, par 
corruption, on a fait carré. 

Losange. — Les Grecs l'appellent rhombe ; dans les 
écrits héroniens, on le désigne aussi sous la dénomi- 
nation de tétragone équilatéral non rectangle. 

Le nom de rhombe lui a été conservé à peu près ex- 
clusivement jusqu'à la Renaissance. Toutefois, Vincent 
de Beau vais (13 e s. ^'appelle c/«7m'«m, Campanus(13 c s.) 
helmuayn, et le manuscrit français du 13 e siècle combe 
équilatère. 

Le terme losange ris serait autre que l'ancien mot 
français « losange » (louange) et proviendrait de ce que 
les armoiries destinées à rappeler les hauts faits des 
seigneurs féodaux, à faire leur louange, étaient jadis 
encadrées dans un rhombe. 

Parallélogramme. — Les Grecs l'appellent rhom- 
boïde, Vincent de Beau vais (13 e s.) simile climiam et 
Campanus (13 e s.) similis helmuayn. 



DÉFINITIONS ET DÉNOMINATIONS 51 

« Le mot parallélogramme >, suivant son étymologie, 
signifie lignes parallèles; il ne convient pas plus à la 
figure de quatre côtés, qu'à celles de six, de huit, 
etc. dont les opposés seroient parallèles. Le mot 
par allé lipipède signifie de môme plans parallèles, il ne 
désigne pas plus le solide à six faces que ceux qui en 
auroient huit, dix, etc. dont les opposées seroient pa- 
rallèles. 11 paroit donc que les dénominations de paral- 
lélogramme et parallélipipède, qui d'ailleurs ont l'in- 
convénient d'être fort longues, devroient être bannies de 
la géométrie. On pourroit leur substi tuer celles de rhombe 
et rhomboïde qui sont beaucoup plus commodes et 
conserver, si Ton vouloit, le nom de lozange au quadri- 
latère dont les côtés sont égaux » (Legendre, 1794). 

Rectangle. — On le dénomme hétéromèque, parallé- 
logramme or thogone, ou simplement orthogone chez les 
Grecs, rectangle et tétrayone plus long par un autre côté 
chez les Latins, oblong chez les Hindous, tétragone long 
et barlong vers la fin du Moyen âge et à laRenaissance. 

Trapèze. — Dans le Manuel égyptien d' Ahmès (2000 
av. J.-C.) on voit figuré un trapèze isocèle dont la 
grande base porte le nom de tepro (bouche), la petite 
base celui de troncature ou sectionnante, les côtés celui 
de merit (le large). 

Le trapèze actuel est appelé mensa (table) ou mensula 
par les Latins. Chez Vitruvius Rufus (2° s.) un tra- 
pèze rectangle est énoncé sous la même dénomination 
qu'aujourd'hui ; la petite base est le sommet et le côté 
perpendiculaire aux deux bases est la cathète. Dans la 
Géométrie de Gerbert (10M1* s.) figure de même un 
trapèze rectangle dénommé simplement trapèze ; on y 
distingue la base, la corauste ou petitcbaseetlacdtf/^/e. 

Léonard de Pise (13* s.) considère le trapèze comme 
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une sorte de quadrilatère ayant la tête enlevée. Stevin 
(16 e s.) l'appelle hache parce que, dil-il, il ressemble 
mieux à une hache qu'à une table. 

C'est vers le milieu du 18 e siècle que le terme tra- 
pèze a été appliqué en France au quadrilatère ayant 
deux côtés parallèles ; il avait déjà eu cette significa- 
tion particulière chez quelques auteurs grecs de la dé- 
cadence, notamment chez Pappus (4 e s.). 

Cercle. — Chez les Grecs le cercle est désigné par 
le mot kuklos, dont nous avons fait cycle, et chez les Ro- 
mains parle.mot circulus (diminutif de circus, cirque), 
dont nous avons fait cercle. 

Le mot diamètre est d'origine grecque ; les Romains 
s'en servent également, en môme temps que de la 
dénomination ligne pour mesurer. 

Les Grecs n'ont pas de terme spécial pour désigner 
le rayon ; ils l'appellent ligne qui part du centre. Les 
Latins emploient les mots semi-diamètre et radius, dont 
nous avons fait rayon. Les Hindous désignent ce der- 
nier par le même mot que l'ouverture de compas, c'est- 
à-dire parle mot carcata (littéralement e'erevisse). Chez 
les Arabes c'est le semi-diamètre. 

Les termes arc, flèche et corde ont été empruntés à l'art 
de la guerre ; le dernier seul est d'origine grecque. 

Le secteur est appelé chez les Grecs tomeus (coupeur), 
chez les Latins sector, chez les Arabes échancrure. 

Le Grec Proclus (5 e s.) appelle angle en forme de 
corne l'angle mixtiligne que font entre eux 
un arc de cercle et la tangente à une extré- 
mité de cet arc. 
La partie AB de la ligne des centres 
comprise dans la surface commune à deux cercles sé- 
cants et 0' est la morsure chez les Hindous. Ce seg- 
ment intervenait dans le calcul des éclipses ; dans la 
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mythologie aryenne, celles-ci étaient causées par la 

morsure d'un dragon nommé 
Râhu. C'est également la raison 
pour laquelle le fuseau AMBN 
commun aux deux sphères en- 
gendrées par les cercles et 0' 
en pivotant autour de leurs cen- 
tres était appelé par les astro- 
nomes hindous la bouchée ou le morceau. s 






Surfaces limitées par des arcs de cercle. — La 

surface ombrée ci-contre comprise en- 
tre trois demi-circonférences tangentes 
deux à deux est désignée chez Archi- 
mède(3 c s. av. J.-C.) par le mot «rAe/os 
(tranchet de cordonnier). 

La surface ombrée de la figure ci-contre comprise entre 

quatre demi-circonférences tangentes 
deux à deux est appelée salinon (figure 
de la houle) par Archimède; d'après 
Heiberg, il faudrait lire setiribn (lierre). 

Chez les Hindous, la surface formée par deux arcs 

de cercle dont les convexités sont tour- 
nées du même côté et par la droite qui 
les coupe est une dent d'éléphant ; la 
surface formée par deux arcs de cercle 
égaux dont les convexités sont tour- 
nées en sens contraires est un grain 
d'orge; celle constituée par un seg- 
ment de couronne circulaire est une 
jante de roue. 

Chez les Arabes, la surface limitée 
par deux arcs de cercle dont les con- 
vexités sont tournées du même côté, et 
tous deux plus petits que la demi-circonférence, est 
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une lune (croissant chez les Hindous); si les arcs sonl 
plus grands qu'une demi-circonfé- 
rence, c'est un fer à cheval. La surface 
limitée par deux arcs circulaires dont 
les convexités sont tournées en sens 
contraires estappelée myrobolansi l'un 
des arcs est égal et l'autre inférieur a 
une demi-circonférence ; c'est un navet 
si les deux arcs sont plus grands 
qu'une demi-circonférence, 

Solides. — Les mots prisme, paral- 
lélépipède, tétraèdre, octaèdre, cube, 
cylindre, cCtne, sphère sonl d'origine 
grecque ; en particulier, prisme signifie 
dans son sens général e chose sciée », 
el cylindre dérive d'un verbe signifiant « faire rouler ». 
Le terme pyramide, qu'on faisait dériver autrefois 
de mots grecs, soit ie pui- (feu) parce que le feu se ter- 
mine naturellement en pointe, soit de pttramis (gâteau 
conique qu'on offrait aux morts), se rattache sim- 
plement, d'après MM. Ftevillout, à l'égyptien pir-em-us 
qui désignait ta hauteur abaissée du sommet de la 
pyramide sur la base. 

Les Grecs appellent plinthide (carreau) un parallélé- 
pipède rectangle, dont l'une des dimensions est infé- 
rieure aux deux autres supposées égales ; c'est un do- 
(to* (solive) si cette dimension est supérieure aux deux 
aulres égales. In bomisaue (autel) est le polyèdre en 
forme de tas de sable. 

Chez les Hindous, le tétraèdre est un solide à tir 
arêtes, la pyramide et le cùne sonl des aiguilles ou des 
solides aii/us. 

Figures égales et équivalentes. — Chez. Euclidc, ce 
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terme s'entend aussi bien des figures pouvant coïnci- 
der par superposition que de celles ayant môme surface 
ou même volume. 

Legendrc (1794) introduit le qualificatif équivalentes 
pour désigner les figures ayant des aires égales. 

Dans certains pays étrangers, en Allemagne notam- 
ment, ces dernières figures sont encore appelées égales', 
les figures superposables sont dites congruentes (du la- 
tin congruo, ère, coïncider). 




Divers. — Les Pythagoriciens (6°-5 c s. av. J.-C.) 

appellent gnomon la figure 
obtenue cri retranchant d'un 
carré ABCD un carré EFCG. 
« Lorsqu'on place un gnomon 
autour d'un carré, la grandeur 
varie, mais la forme ne change 
pas » (Àristote). 

On trouve dans les Elé- 
ments d'Euclide (3 e s. av. J.- 
C), la notion du gnomon 
étendue à un parallélogramme 
quelconque. 

Le problème du partage d'un 
segment de droite en moyenne 
et extrême raison porte chez les Grecs la dénomination de 
segment d'or; et à la Renaissance, de proportion divine. 
Les polyèdres réguliers sont les figures du cosmos 
pour les Pythagoriciens. En particulier, ceux-ci don- 
nent au cube, dont les trois dimensions sont égales entre 
elles, le nom & harmonie. 

Les polygones étoiles sont, au Moyen Age, désignés 
par le qualificatif d'égrédients (à angles saillants). Ke- 
pler (17 e s.) paraît leur avoir donné la dénomination 
qu'ils ont conservée depuis ; il appelle les polygones 
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réguliers ordinaires figures régulières primaires ou ra- 
dicales. 

Dans un manuscrit français du 13 p siècle, Taire plane 
est désignée par le mot pfa?ieces ; la superficie de la 
sphère est appelée omettre du cercle (terme qui corres- 
pond probablement à ornière). 

Pour Albert Durer (16 e s.), l'ellipse est la ligne de 
l'œuf, Thyperbole la ligne de la fourche, la parabole la 
ligne du feu, et la spirale la ligne de l'escargot. 



§ 3. — Curieuses définitions. 

La Géométrie pratique composée par le noble philo- 
sophe maistre Charles de Boyelles (2 e éd. Paris, 1566). 

Au LECTEUR. 

Amy lecteur, qui cherches les mesures, 
Et quantitez des lignes et figures, 
Et de tous corps, par art de Géométrie 
Et plusieurs poincts et secrets d'industrie 
Oui en cest art sont trouvez plus notables, 
Et pour les gens d'esperit profitables. 
Qui leur sçavoir rédigent en effect : 
Avoir le fault ce livre, qui fut faict 
Dedans Noyon, par Charles de Bovclles, 
Qui n'est jamais sans faire œuvres nouvelles. 
Entens le donc, et si n'oublie pas 
L'esquiere droicl, la Reigle et le Compas : 
Car de ces trois despend l'art et praclique, 
Et le profit du sçavoir géométrique. 

Dupoinct. — Le poincl ressemble à l'unité en Arithmé- 
tique ; car comme unité n'est pas nombre, mais est 
le commencement et principe de tous nombres : aussi le 
poinct est commencement de toute longueur, et de toute 
corporelle dimension, n'ayant en soy ne longueur, ne 
largeur, ne profondité. 
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De la ligne. — La ligne est semblable et proportion- 
née au nombre de deux. Car à tout 
le moins deux poincts sont neces- 
A b saires à produire et tirer une ligne 

de l'un jusques à l'autre: comme il 
appert par la ligne AB. La ligne tient une seule di- 
mension, car elle est seulement longue, sans largeur 
et sans profondité. 

De la plaine, autrement dicte superficie. — Ressemble 

par juste proportion au nombre de 
trois : car pour le moins sont néces- 
saires 3 points pour clorre et fermer 
une plaine. Au moindre champ de 
terre, quel qu'il soit, faut 3 lisières 
pour le fermer : comme il appert au 
triangle ABC. La plaine est longue, et 
large, sans profondité. 

Du corps. — Le corps se prend en Géométrie non 

par la substance du corps humain 
subject et servant à l'âme, mais 
pour toute mesure corporelle ayant 
trois dimensions, c'est à sçavoir, 
longueur, largeur et profondité. Et 
ressemble le corps au nombre de 
quatre. Car pour le moins faut quatre 
poincts pour clorre et constituer un 
corps. Gomme il appert au corps 
triangulaire ou pyramidal ABCD, ayant longueur, lar- 
geur et haulleur. 

De l'angle droict. — L'angle oroict est le plus noble, 
et principal des angles. 

Du cercle. — Le cercle est la plus belle et la plus 
noble figure de toutes les autres superficies. 
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Elemens de géométrie, par Loris Bertrand 
(Paris-Genève, 1842). 

Du pian, de la ligne droite: — Jadis, un chasseur 
ayant tué dans la plaine un daim d'un coup de flèche, 
voulut savoir à quelle distance il avoit atteint sa proie ; 
et à cet effet, posant successivement son arc sur cette 
distance, il trouva dans le nombre de fois qu'il put l'y 
poser, la longueur qu'il avoit intention de mesurer. 
Puis réfléchissant à cette circonstance que lorsqu'il 
posoit son arc sur le terrain, il fesoit une singulière 
attention à ne le poser que selon une certaine direction, 
exclusive de toute autre ; cette direction, dit-il, qu'on 
nomme ligne droite, et dont j'ai une idée si claire, si 
l'on me demandoit en quoi elle consiste et ce qui la 
distingue de toute autre, comment répondrois-je ?* 
Dirois-je que c'est la direction que suit une flèche au 
sortir de l'arc, ou celle que prend un fil chargé d'un 
plomb quand il est retenu par son autre extrémité ; 
ou mieux encore celle d'un rayon de lumière qui pénè- 
tre dans un lieu obscur ? Mais aucune de ces images ne 
mettrait sous les yeux les propriétés par lesquelles la 
ligne droite sedistingue de toute autre; ilen faudroitune 
qui les fît au moins entrevoir ; on tâcherait ensuite de 
s'en faire des idées distinctes. Or cette image à désirer, 
ne seroit-elle pas celle que présente une ligne tracée au 
cordeau sur une plaine? Abstraction faite des bornes 
de la plaine, cotte ligne ne la partageroit-elle pas en 
deux parties égales, sans se porter vers l'une plus que 
vers l'autre? Ces idées ne se rapprocheroient-elles pas 
encore plus des idées abstraites si l'on substituoit à la 
plaine la surface d'un lac parfaitement calme, et à la 
ligne tirée au cordeau sur cette plaine, le trait subtil 
que l'imagination trace de droit fil sur la surface de ce 
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lac? Par rapport ensuite à cette surface, qu'on qualifie- 
roit de plane, ne diviseroit-elle pas l'espace en deux par- 
lies égales sans se porter vers Tune plus que vers l'autre 
et ne seroit-ce pas en cela que consisteroit son carac- 
tère distinctif?... 



Le deasin expliqué par la nature, par M nw Marie Pape 

Carpentier ("2 e éd. Paris, 1873). 

Point et lignes, — Le point est à la fois l'étoffe dont 
se compose la ligne et le but qui l'attire sans relâche. 
Chaque point existe jusqu'au moment où la ligne 
l'atteint et l'absorbe . Puis elle passe outre, et continue 
sa marche vers des points plus éloignés qu'elle attein- 
dra et dépassera successivement. 

Cette extension perpétuelle de la ligne alimentée par 
les points sans cesse renaissants, c'est l'extension per- 
pétuelle de l'activité humaine, alimentée par les désirs 
incessants, marchant de celui qui est réalisé à celui qui 
ne l'est pas encore ; les atteignant l'un après l'autre ; 
et les voyant se succéder jusques aussi loin que se pro- 
longent cette activité humaine et cette ligne géométri- 
que : jusque dans l'inépuisable infini... 

Le caractère moral auquel se rapporte la ligne courbe, 
c'est la douceur ; le caractère auquel correspond la 
ligne droite, c'est la rigueur. 
L'une représente lé cours de la vie pratique, toute 

de nécessités, de rapports 
avec nos proches, nos 
semblables, vie pleine de 
ménagements pour au- 
trui, de concessions réci- 
proques, de condescen- 
dance mutuelle. 
L'autre représente la vie théorique, l'idéal, l'IDEE 
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hardie, indépendante, absolue! Ainsi que l'idée, la 
ligne droite part, s'élance comme une flèche sans frein 
dans une carrière sans terme. Nulle circonstance ne 
modifie son inflexible tracé, nulle complaisance ne la 
fait dévier dans son élan superbe... 

La ligne courbe représente la douceur, la bienveil- 
lance, la charité. Appuyée sur la ligne droite de Taxe, 
elle la suit dans sa carrière, mais en l'enveloppant pour 
en voiler la rigueur. C'est la clématite et le chèvrefeuille 
vôtissant Tormeau sévère de leu rs enlacements parfumés. 

Comme la charité, la ligne courbe se développe con- 
ciliante, sympathique. Elle condescend à toutes les 
nécessités de notre vie, se prête à toutes les créations 
artistiques de notre imagination et se diversifie de 
mille manières pour la satisfaction de nos besoins et 
le plaisir de nos yeux. A la grâce elle joint la force et 
la fécondité. Ses révolutions produisent des solides qui 
la rappellent. Elle s'avance vers un but indiqué par sa 
propre courbure et s'étaye de tous les rayons qu'elle 
embrasse. Elle est forte de sa mesure, de son harmonie 
et de sa variété ; et porte vaillamment sur ses arcs gran- 
dioses les tabliers de nos ponts, les voûtes de nos tun- 
nels, comme elle soutient depuis des siècles les aque- 
ducs des vieilles cités romaines et les contreforts de nos 
antiques cathédrales. 

Cône. — Dans Tordre moral, le cône indique une 
des meilleures formes que puisse emprunter le progrès. 
Il pénètre, mais, sans lutte, sans déchirement. Un seul 
point de contact lui suffit, une idée, une vérité, il ne 
lui en faut pas davantage. Le marteau écrase, la torche 
incendie, la violence révolte et fait crier vengeance 
aux pierres mômes. Le cône fait tranquillement et sûre- 
ment sa route à travers le bois et le fer, comme le 
progrès fait la sienne h travers le monde. 
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Cylindre. — Le cylindre, modelé sur la base du cône, 
vient après lui comme pour soutenir ce qui a été établi 
et perfectionner ce qui a besoin de l'être. Debout, le 
cylindre fournit les colonnes aux édifices, le piédestal 
aux morls, la vis d'Archimède aux vivants. 

Couché, tantôt il lamine les métaux, empierre les 
routes, broie le cacao, glace le papier, lustre les étoffes; 
tantôt, canal sûr et économique, il se prolonge sous le 
pavé des rues pour distribuer aux habitations, la lumière, 
l'eau, la chaleur; ou se dresse dans les airs pour con- 
duire et porter loin de nous les gaz infects, la fumée 
noire. 

Le cylindre, c'est encore le fifre aux notes agiles, la 
flûte aux doux sons, la flûte de Pan, les cordes de là 
harpe, les tuyaux de l'orgue majestueux. 

La géométrie à V Académie française (Dictionnaire 

de l'Académie, 7« éd., 4877). 

On va voir que le dictionnaire de l'Académie ne brille, en ce qui 
concerne les termes de géométrie, ni par la précision ni par la 
rigueur. 

Ligne. — Trait simple, considéré comme n'ayant ni 
largeur ni profondeur. 

Trait. — Ligne qu'on trace avec la plume. 

Surface. — Superficie, l'extérieur, le dehors d'un 
corps. 

Superficie. — La surface ou l'étendue d'un corps 
solide, considéré quant à sa longueur et à sa largeur, 
sans égard à sa profondeur, à son épaisseur. 

Volume. — L'étendue, la grosseur d'une masse, d'un 
corps, d'un paquet. 

Angle. — Ouverture de deux lignes qui se rencon- 
trent en un point, inclinaison qu'elles ont l'une sur 
l'autre. 
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Inclinaison. — tëxprime en mathématiques la relation 
d obliquité (?) 

Obliquité. — Inclinaison d'une ligne ou d'une sur- 
face sur l'autre. 

Convexe. — Se dit, par opposition à concave, d'une, 
surface bombée sphériquement. 

On ne voit pas pourquoi la surface doit être sphérique. 

Bomber. — Rendre convexe. 

Concave. — Se dit, par opposition à convexe, d'une 
surface creusée sphériquement. 

Parallélogramme. — Quadrilatère dont les côtés 
opposés sont égaux et parallèles. 

Définition surabondante ; il suffit que deux côtés opposé* soient 
égaux et parallèles. 

La 6« édition du dictionnaire définissait ainsi le parallélo- 
gramme : Figure plane dont les côtés opposés sont parallèles. Tous 
les polygones réguliers d'un nombre pair de cotés sont compris 
dans cetle dernière définition. 

Carré. — Se dit d'une surface plane qui a quatre 
côtés et quatre angles droits. 

« Surface plane » et « polygone » sont synonymes en langage 
académique. Il en résulte aussi que tous les rectangles seraient 
en même temps des carrés, car on a omis de dire que les quatre 
côtés doivent être égaux. 

Arc. — En termes de géométrie, signifie une portion 
quelconque du cercle lorsqu'elle est moindre que sa 
moitié. 

On confond ici les mots « cercle » et « circonférence » ; la 
restriction « lorsqu'elle est moindre que sa moitié » est d'ailleurs 
contraire à ce qui est admis en géométrie. 

Cylindre. — Corps de figure longue et ronde et 
d'égale grosseur partout. 

Cetle définition se passe de commentaires. 



Géométrie Nouvelle humoristico-intuitive, 
par H. Binon (Angers, 1893). 




Figures Igales. Figures semblables 



Ligne droite. Ligne c 
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Le carré de l'hypoténuse 
Est égal, si je ne m'abuso 
A la somme des carrés 
Construits sur les autres côtés 

Fr. Nohain. 

Celle fameuse proposition a reçu les dénominations 
les plus diverses : théorème de la mariée chez les Grecs, 
chaise de la mariée chez les Hindous, figure de l'épou- 
sée chez les Persans ( ! ), invention digne d'une hécatombe 
et maître de la mathématique au Moyen âge, pont aux 
unes chez les collégiens d'aujourd'hui, théorème du carré 
de l'hypoténuse et enfin théorème de Pythagore. 

(Vest aussi la proposition dont on a donné le plus 
de démonstrations; ces dernières se réduisent d'ailleurs 
h un nombre assez restreint de types réellement dis- 
tincts, si Ton ne tient pas compte des cas de figure 
différents, ce que nous ferons en général. La solu- 
tion étant donnée pour un cas de ligure déterminé, 
on r adaptera sans difficulté aux autres cas, comme 
nous le montrerons pour la solution d'Euclide. Nous 
rejetterons d'ailleurs les démonstrations détournées 
dont on trouve quelques exemples dans les auteurs qui 
se sont occupés spécialement de la question. Enfin 



0) Le théorème réciproque porte chez les Persans le nom de a sœur 
tic l'épousée ». 
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nous indiquerons, pour chaque solution, l'ouvrage le 
plus ancien où nous l'avons rencontrée. 

Notations. — Dans ce qui va suivre nous désigne- 
rons par ABC le triangle considéré, rectangle en A. 
Afin de simplifier l'écriture, nous représenterons par 
a 2 , b 2 et c* les carrés construits sur l'hypoténuse a et sur 
tes côtés b et c (b <c), par lesigne = l'égalité dedeux 
figures superposables, c'est-à-dire non seulement égales 
en aire, mais encore en éléments, et enfin par le signe 
■s l'équivalence de deux figures ayant môme aire. 



§ 4 . — Historique. 

Sur le triangle 3, 4, 5. — On sait que le triangle 
<lont les côtés sont égaux respectivement à 3, 4, 5 unités 
de longueur est rectangle, car 3*4-4* =5*. Ce triangle 
a joué un grand rôle dans l'antiquité, où on lui attri- 
buait un caractère en quelque sorje sacré. Chez les 
Crées, il paraît avoir été considéré comme le symbole 
du mariage ; Platon la fait entrer dans la composition 
«do son célèbre nombre nuptial. 

Plutarque (Sur Isis et Osiris, 1 er s.) le dénomme « le 
plus beau des triangles » et rapporte que c'est à lui 
que les Egyptiens assimilaient « la nature de l'univers ». 
Parmi les propriétés énumérées par l'écrivain grec, il 
nous suffira de citer les suivantes : « 3 est le premier 
nombre impair (l'unité n'était pas alors considérée 
comme un nombre), 4 est le carré du premier nombre 
pair 2, et 5 est la somme de 3 et de 2 ; le carré de 5 
donne le nombre des lettres de l'alphabet égyptien et 
celui des années que vivait le bœuf Apis. » On peut 
ajouter que l'aire de ce triangle est 6, nombre entier 
qui suit 5, et que le cube de cette aire est égal à la 
somme des cubes des côtés : 6 3 = 3 3 + t 3 -+- 5*. 

Fourrbt. — Curios. ge'om. 5 
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Nous avons vu (Introd. , §§ 1 et 4)que les harpédonaptes 
égyptiens et les prêtres hindous se servaient du trian- 
gle 3, 4, 5 pour élever sur le terrain une perpendiculaire 
à une droite. Cette propriété était également connue 
des Chinois, car elle est signalée dans le Tcheou-pei 
(Introd., § 1). 

L'auteur du théorème général est-il Pythagore? — 

Mais de cette remarque que dans le triangle 3, 4, S la 
somme des carrés des deux côtés est égale au carré de 
l'hypoténuse, il restait un pas considérable à franchir 
pour découvrir et prouver que cette propriété s'étend 
à un triangle rectangle quelconque. Il paraît hors 
de conteste que cette conception est due à Pythagore, 
car elle constitue la base de sesrecherchesgéométriques 
et arithmétiques. 

Toutefois, cette question d'attribution au célèbre 
philosophe grec a été l'objet de nombreuses discus- 
sions ; sur la découverte du théorème lui-même est 
venue en effet se greffer une légende relative à un sacri- 
fice de Pythagore à ce sujet, et cette légende a été fort 
controversée. 

La première mention qui en ait été faite se trouve 
dans l'Architecture de Vitruve (1 er s.), où l'auteur latin, 
après avoir rappelé la propriété du triangle 3, 4, 5 d'être 
rectangle, conclut ainsi : « Quand Pythagore eut fait 
cette découverte, il ne douta pas qu'elle ne lui eût été 
inspirée par les Muses, et l'on dit qu'en action de grâces 
il leur fit un sacrifice. » 

Plutarque (1 er s.) rapporte les vers suivants d'un logis- 
ticien du nom d'Apollodore, vers qui sont peut-ètrS 
l'origine de la version de Vitruve : 

Pythagore inventant la célèbre figure 

Offrit une victime et rendit grâce aux dieux. 

Cependant, on ne reconnaît pas dans ces vers, d'une 



THÉORÈME DE PYTHAGORE 67 

façon précise, le théorème qui nous occupe. Diogène 
Laerce (3 e s.) reproduit les vers d'Apollodore, en 
mentionnant non plus une seule victime, mais une 
hécatombe. 

Citons maintenant Proclus (5 e s.) : « Si Ton écoute 
ceux qui veulent raconter l'histoire des anciens temps, on 
peut en trouver qui attribuent ce théorème à Pythagore 
et lui font sacrifier un bœuf après sa découverte. » 

Mais d'un autre côté, les auteurs antiques sont à peu 
près unanimes à reconnaître que les Pythagoriciens se 
refusaient à répandre le sang, ce qui conduit Cicéron à 
douter de la véracité de la légende. 

Un écrivain grec du 3 e s., Porphyre, va nous per- 
mettre de concilier ces témoignages contradictoires. 
Après avoir rappelé que l'usage était chez les Pythago- 
riciens de donner en offrande des pains, des gâteaux, 
de l'encens, de la myrrhe, mais jamais d'animaux, il 
ajoute : « Les auteurs les plus dignes de foi disent 
qu'il (Pythagore) offrit un bœuf de pâte de froment 
après avoir découvert que le carré de l'hypoténuse est 
égal à ceux des deux autres côtés. » 

En résumé, comme l'a dit A. J. II. Vincent, cette 
fameuse hécatombe sur laquelle on a fait tant dr 
commentaires se réduirait à un bœuf..... de pain 
d'épice. 

Quelle a été la démonstration de Pythagore? — 

La démonstration la plus ancienne qui soit connue du 
théorème du carré de l'hypoténuse, et qui est encore 
la plus répandue, est celle qui est contenue dans les 
Eléments d'Euclide ; mais suivant le rapport formel de 
Proclus, elle est due au géomètre alexandrin. 

Il est assez difficile de conjecturer quelle a pu être 
la démonstration employée par Pythagore. Nous don- 
nons plus loin (§3, X) l'essai de restitution qui en a 
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été fait par Bretschneider et qui repose sur la repré- 
sentation géométrique de la formule 

^b + cf = b t + 26c+c\ 

Selon M. Paul Tannery, la géométrie de Pythagore 
était assez avancée pour qu'il pût faire cette démons- 
tration au moyen des triangles semblables. D'après 

M. Cantor enfin, on de- 
vait, pour établir la 
proposition , distinguer 
un grand nombre de cas 
particuliers, comme on 
le faisait à la même 
époque pour d'autres 
théorèmes importants ; 
on partait vraisembla- 
blement du triangle rec- 
tangle isocèle. Dans ce 
dernier cas, la démons- 
tration est immédiate ; 
on voit en effet, en menant les diagonales indiquées 
sur la figure ci-dessus, que le carré de l'hypoténuse 
peut être partagé en 4 triangles rectangles égaux au 
triangle dojiné ABC, et les carrés des côtés chacun en 
2 de ces mêmes triangles. 
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§ 2. — Démonstrations basées sur l'équivalence 

des figures. 

i 

Éléments (TEuclide. Livre 1, M (3 e s. av. J.-C). 

On peut envisager huit cas de figure, selon que les 
carrés construits sur les côtés du triangle ABC recou- 
vrent ou non ce triangle, ce que nous exprimerons, 
pour abréger, en disant que ces carrés sont intérieurs 
ou extérieurs h ABC : 

1° e/ 2 , b 2 et c 1 extérieurs ; 
r 2° a} et A 2 extérieurs, c 2 intérieur ; 
v 3° a 2 et c 2 extérieurs, b 2 intérieur; 

4° a* extérieur, ô 2 et c 2 intérieurs ; 

5° a 2 intérieur, 6 2 et c 2 extérieurs ; 

6° a* et b* intérieurs, c* extérieur ; 

7° a 2 et c 2 intérieurs, A 2 extérieur ; 

8° a\ b 2 et c 2 intérieurs. 

1 er Cas (fig. a). — C'est le cas de figure envisagé par 
Kuclide ; nous ne ferons qu'esquisser la démonstration 
d'ailleurs classique. 

Menons AK parallèle à CD, traçons AD, IB. On a 
tri. ACD = tri. ICB comme ayant CI = CA, CB = CD 
et ICB = ACD. On \6it aisément d'autre part que 
tri. ICB = 1/2 carré b* et tri. CAD se 1/2 rect. CK ; 
donc rect. CK = £ 2 . De même rect. BK=c 2 , et enfin, 
puisque rect. CK-f-rect. BK = 2 , a 2 =:b 2 -+-c i . 

2 e Cas (jig. b). — On a encore rect. CK = b\ 
Pour montrer que rect. BK=s:c 2 , remarquons d'a- 
bord que GF passe par E, car si Ton joint F à E, 
tri. BFE = tri. ABC comme ayant un angle égal (côtés 
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perpendiculaires) compris entre côtés égaux; doncBFE 

G 





Fig. a. 



Fig. b. 



est rectangle en F et GFK est une droite. On a 
rect. BK = 2 tri. ABE = c\ 





K E 

Fig. c. Fig. d. 

3 e Cas (fig. c). — La démonstration est tout à fait 
analogue à la précédente : A 2 y remplace c 2 , et inverse- 
ment. 
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4 e Cas (fig. d). — HI passe par D et GF par E (voir 
2 e cas). Pour montrer que rect. CK = A 2 et rect. BR = c 2 , 
on procédera comme on Fa fait pour la seconde de ces 
relations dans le 2 e cas. 




Fig. e. 



Fig- f- 



S* Cas (fig. e). — HI passe par D et GF par E (voir 
2 e cas). On a rect. CK=:2 tri. CAD = 6* ; de même, 
rect. BK = 2 tri.BAE=:c\ 



D K 




D K 



Fig. g. 




Fig. h. 



. 6 e Cas (fig. /).— On a tri. CAD = tri. CIB comme ayant 
un angle (côtés perpendiculaires) compris entre côtés 
égaux; mais tri. CADs 1/2 rect. CK, tri. CIB = l/2 b 2 ; 
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donc rect. CK^:b'\ La relation recl. BKzsc 2 se prouve* 
comme au 5 e cas. 

7 e Cas (Jig. g). — HI passe* par D (voir 4 e cas); 
rect. CK=2 tri. CAD x h\ D'autre part, tri.AEBs: 
tri. FCB; mais tri. AEB = 1/2 rect. BK, tri.FCB:=4/2r*; 
donc rect. BKsc 1 . 

8 e Cas (Jig, h). — On démontre comme aux 6 e et 
7* cas les relations rect. CK = b' 1 et rect. BK a: r . 

II 

NAssm ed-Din. — Édition arabe des Éléments d'Euclide. 

Rome, 4594, in-fol. 
Démonstration souvent reproduite, à quelques changements près; 

on la trouve notamment dans la Géométrie d'AMioT, Paris. 

4é50, in -8». 

Nassir-ed-Din considère huit cas de figure ; nous 

nous contenterons de 
traiter le cas où aucun 
des carrés ne recouvre 
le triangle. 

Soit L le point de 
rencontre de FG et 
III; joignons A à L et 
abaissons AK perpen- 
diculaire sur DE. On a 
tri. LGA = tri. ABC 
comme ayant les deux 
côtés de l'angle droit 
égaux ; donc LA = BC, 

<iAL==ABÎÏ = <ÎAJet 

LAJK est une ligne 

droite. 
Prolongeons DC jus- 
qu'à sa rencontre D' aveclH. On a parall. ACD'Ls:**, 
comme ayant môme baseCA ef mOrae hauteur CI. On 
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a aussi parall. ACD'Lsrect. CK comme ayant mémo 

baseLA = BC=CDct 
même hauteur CJ ; 
donc rect. CK = A*. D(^ 
même, si l'on pro- 
longe EB jusqu'en E' à 
sa rencontre avecFG, 
on a parall. ABE'Lsza* 
et parall. ABE'Lz- 
rect. BK; par suite rect. 

BKaca s ,etc l aEO l +A*- 
On peut remarquer 

Fig.6. queCD: = BE=CB, 

puisque tri. ID'C = 
tri. ABC=tri.FBE'; par suite le rectangle BCD'E' est 
le carré construit sur l'hypoténuse, si Ton suppose que 
a* recouvre ABC; on a donc la figure b un peu plus, 
simple que la précédente. 

Variante (J. J. I. Hoffmann, 1821). — Les lignes tra- 
cées étant les mêmes que dans la démonstration pré- 
cédente (Jig. a et b), on prolonge CD jusqu'à sa ren- 
contre en M avec FG. On a comme ci-dessus parai L 
ACD'L ac b 2 et parall. ANMLa parall. ACD'L x A*; 
d'autre part parall. ABE'Lsc 1 . Ainsi parall. BNME' 
==:ô 2 H-c 2 , et puisque parall. BNME' sa* comme ayant 
des bases égales LA = BC = CD et même hauteur BC, 
on en déduit a* = b 9 -+- c 2 . 

III 

Texpelhoff. — Anfangagrùnden der Oeometrie. Berlin, 

1769. 
Terquem. — Nouveau manuel de géométrie (Collection 

Roret). Paris, 4838, in-48. 

On construit sur DE un triangle rectangle ZDE égal 
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h ABC, mais dans une position renversée. On mène 

AZ, IIG, AI et AF; 
ces deux dernières 
lignes forment une 
droite continue, car la 
somme des angles en 
A situés d'un même 
côté de I AF est égale à 
2 droits. D'autre part, 
le triangle AGI! est 
égal à ABC. 

Les hexagones 
GIIIGFB et CABEZD 
sont égaux, car ils 
sont constitués par des 
quadrilatères égaux, 
II1GF et ACDZ, ICBF 
et ZEBA ; on a en effet, 

parexemple,quadr. IIlGF=quadr. ACDZ, carIH = AC, 

IIG = CD, GF=DZ, ÎÎIG = ACD, HGF = CDZ. 

Or si de chacun des hexagones considérés plus haut, 
nous retranchons deux fois la surface du triangle ABC, 
nous obtenons respectivement tf-i-c* et a\ On a donc 

a* = é* + c â . 




IV 



J. J. I. Hoffmann. — Der Pythagoràische Lehrsatz. 

Mayence, -182-1. 

Menons les perpendiculaires BF = AB à BA en B. 
CI = AC h CA en C, BE = BC à BC en B : IAF est une 
droite. Les deux quadrilatères IFBG et ABEC sontéqui- 
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valents ; en effet, en décomposant par une diagonale 

chacun en deux tri- 
angles, on a d'abord 

tri.CBF = tri.ABE 

comme ayant un an- 
gle égal en B com- 
pris entre côtés 
égaux. 

On peut écrire en- 
suite 

tri. ICF s tri. ACE, 

car ces deux triangles 
ont des bases égales 
IG=CA et des hauteurs égales BF+CA et G'F'-f-F'E. 
Par suite 

quadr. IFBC =r quadr. ABEC. 

Si Ton retranche de chacun de ces deux quadrilatè- 
res le triangle ABC, les restes obtenus sont équivalents, 
•c'est-à-dire qu'on a 

l/2a 2 =l/2 6 2 + l/2c 4 , 
•d'où a*=zb 2 + c 2 . 




Oscar Werner. — Archiv d. Math, und Phyaik 

(Grunert), 4855. 



Menons IZ parallèle à BC eL les perpendiculaires 
«CX et AJ à BC. On a 



b 2 x parai!. IZBC = BC x CX. 
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Mais l'égalité des triangles ICX et CJA donne 

CX = CJ; 

donc 

A 2 sBCxCJ. 
On a de même 

c 2 s:BCxBJ. 

Ajoutant membre à mem- 
bre, il vient 

A 2 + c 2 -:BC(CJ + BJ) = BÇ.xBCs:a 2 . 




VI 



P. Fabre. — Journal de Math. èlèm. (Vuîberl), 4888. 

Par A menons AQ égale et parallèle à DC. Dans le 

parallélogramme ABEQ, la hau- 
teur BZ est égale à la base QE, 
car les deux triangles rectangles- 
QED et ZBE sont égaux. Donc 

c 2 :=parall.ABEQ; 

de même 

6' = parall.AGDQ; 
d'où 

A 2 -f-c 2 :=pentag. CBEQD 

H- tri. ABC 
s pentag. CBEQD -f- tri. QED , 

car les triangles ABC et QED sont égaux! 
On a enfin 

b 2 -+- c l -: carré CBED = a 2 . 
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VII 
Renan. — Revue scientifique* 4889. 



Menons 1B et CF ; abaissons de C et de B sur IB et 

CF des perpendicu- 
laires ; elles se rencon- 
trent en un point de la 
perpendiculaire AJ à 

CB. En effet, R étant 
par exemple le point 

où la perpendiculaire 

en C rencontre AJ, on 

voit que les triangles 

ICB et CAR sont 

égaux, comme étant 

équiangles et ayant 

IC = AC; par suite AR = BC. De la môme façon, si IV 

est le point où la perpendiculaire en B rencontre AJ, 

les triangles FBC et BAR' sont égaux et AR' = BC. 

Les deux points R et R' se confondent donc. 




Gela posé, on a 



1 



tri. CAR = tri. ICB se * **, tri. BAR = tri. FBC 

donc tri. CAR + tri. BAR ac - (b* -+- c*) . 

2 

D'autre part, 
tri. CAR + tri. BAR 

= A 2 R (JC H- JB) = 5p x BC 



2 ' 



a 



2 



On a donc 



a 2 s:ô 2 + c 2 . 
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VIII 

Démonstration inédite communiquée par M. Piton - 
Bressant, à Villeneuve-Sàint-Georges. 

Soient Z, Y et X les centres des carrés a 2 , b* et c 2 . 

YAX est une ligne droite, car 
les angles en A situés au-dessous 
de cette ligne ont une somme 
égale à deux droits. 

De plus, AZ est parallèle à 
BX, car le quadrilatère ABZC est 
inscriptible, et comme BZ = CZ, 
AZ est bissectrice de A ; par suite 
SAZ == 45° et 

£A2 = ldr. = AXB. 

On a maintenant AZ = BX-f-CY. Abaissons en effet 
les perpendiculaires BV et CU sur AZ ; on obtient ainsi 
les carrés AUCY et AYBX. Les triangles rectangles 
égaux VBZ et UZC donnent UZ = BV = BX, et comme 
AU = CY, AZ = UZ + AU = BX + CY. 

Enfin, les quadrilatères ABZC et YXBC sont équiva- 
lents, car on a 

quadr. ABZC == ^ Z x (CU + BV) = A? x YX , 




quadr. YXBC s 



«X 



— — x YX = A£ x YX . 

2 2 



Si l'on retranche de chacun do ces quadrilatères leur 
partie commune ABC, les restes obtenus seront encore 
équivalents, c'est-à-dire qu'on aura 

tri. BCZ s tri. AYC -f- tri. AXB, 

4 tri. BCZ =: 4 tri. AYC + 4 tri. AXB. 

ou fl 2 =:6 a + c 2 . 
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Remarque. — On a donc cette propriété remarquable 
qui, à notre connaissance, n'a pas encore été signalée: 
La droite joignant le sommet de l'angle droit cTun 
triangle rectangle ait centre du carré de l'hypoténuse 
est la somme des droites qui joignent chacun des deux 
autres sommets au centre du carré adjacent. 



• IX 

Autre démonstration 
communiquée par M. Piton-Bressant. 

La figure a la môme disposition que dans la solu- 
tion précédente ; on mène AJ perpendiculaire sur CB, 
puis YJ, YZ. AZ est parallèle à YC ; donc 



tri.AYC = tri.ZYC. 



(1) 



D'autre part, dans Je quadrilatère inscriptible AYCJ, 
on a J, = h_ = 4.V puisque YA = YC ; par suite J t = 0, 

et YJ est parallèle à CZ ; donc 

Y _J^ * tri. Z YC s: tri. CJZ . (2) 

Rapprochant (1) de (2), on en 
tire 

tri. AYGxtri.GJZ. 




d'où 



On trouverait de même que 
tri. AXBxtri.BJZ, 



tri. AYC + tri. AXB-=- tri. BCZ 



et enfin 



à 2 = b 2 -hc\ 
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S 3. — Démonstrations par transposition * 

d'éléments. 

X 

Démonstration de Pythagore, d'après Bretschnkider. 

Simpson (trad. de l'anglais). — Éléments de Géométrie. 
Paris, 1766. 

Considérons le carré construit sur b-+-c : il 'surpasse 
la somme b 2 et é de deux rectangles ayant chacun pour 
«aire bc (fig. a). 
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Fig. a. 



D 
Fig. b. 



Ces deux rectangles, partagés chacun au moyen 

bc 
d'une diagonale, donnent 4 triangles égaux d'aire — ; ces 

4 triangles, disposés comme l'indique la lig. A, forment 
avec leurs côtés un carré de côté A + c, et avec leur 
hypoténuse un autre carré de côté a : le premier sur- 
passe le second de Taire des 4 triangles considérés, et il 
en résulte qu'on a bien 
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Variantes : 1° J. Wipper, d'après Hubert (176-2). — Sechs. 
Bew. d. Pyth. Lehrs. Leipzig, 1880. 

En admettant connue la formule 

i 

(6 + c y_4^ = AM-c J , (1) 

on peut employer la fig. b seulement ; cette dernière 
donne en effet 

(b+cf — k b -± = a\ 

ou, d'après (1), b 2 + c 2 =: a 2 . 

[La fig. a donne d'ailleurs une démonstration géo- 
métrique de la formule (1).] 



-° (fig- c) H. Doad. — Oeometry. Londres, 1733. 

J. Delboeuf. — Prolégomènes philosophiques de la 

géométrie. Liège et Paris, 1860, in-8°. 

Cette variante revient à réunir les fig. a et b en une 
seule ; la démonstration est la même . que celle de 
Bretschneider. On pourrait d'ailleurs considérer 8 cas 
défigure comme pour la solution d'Euclide. 

3° (fig. </)• — Philosophical Transactions. Londres, 1683. 

La démonstration est au fond la même que la précé- 
dente, mais la disposition de la figure est un peu diffé- 
rente. 

L'aire du pentagone CBFLI surpasse ô 2 -(-c 2 de 3 
triangles égaux à ABC; Taire du pentagone DEYAU, 
égal au précédent, surpasse a 2 de la même quantité. 
Donc 6 2 + c* :==«'. 

Fourrey. — Curivt. yéom. 6 
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On pourrait de même considérer 7 autres cas. Celui 




u< 



/ 
/ 




A 


<B 




/ 
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/ 




a* o 




s 

N 






4 

/ 
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D 


N 


/ 


k E 



N* 



Fig. c. 




Fig. d. 



donnant la figure la plus simple correspondrait à A* et c 1 
extérieurs et à a* intérieur. 



XI 

Biiâskara. — Vf/a Ganita (1-2» s.). 

L'auteur hindou juxtapose 4 triangles égaux à ABC, 

comme l'indique la figure a ; leurs hy- 
poténuses forment ainsi le carré CE de 
côté a et leurs longs côtés donnent le 
carré intérieur AY de côté c — b. 
Rhàskara se contente ensuite de dire: 
« Voyez ! » 
Il admet implicitement la formule 




Fig. a. 



(c-by+k b -^=b*+c\ 



(O 
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[Il démontre géométriquement, un peu plus loin, la 
formule (c — A) 2 = (c + ô) 2 — ibc, qui se ramène immé- 
diatement à la précédente.] 

La figure a montrant que 

(*-A) 2 -Mf=:« 2 , 
on a bien en effet b 2 -+- à s: a 2 . 

Variantes: 1° On peut se dispenser de l'usage de la 
formule (1), en employant un procédé analogue à celui 
de Bretschneider, ce qui reviendra en somme à démon- 
trer géométriquement cette formule. 
Considérons le carré BZ construit sur c — b\ si nous 

lui accolons, ainsi qu'il est 
indiqué sur la fig. é, les car- 
rés I A ou b 2 et BG ou c 2 , nous 
voyons qu'on peut considérer 
la somme des carrés b 2 et c 2 
comme équivalente à" celle du 
carré BZ d'aire (c — A) 2 et 
des deux recta»gles IX et XF 
ayant chacun pour aire bc: 
c'est le résultat traduit par la formule (1). 

Ces deux rectangles partagés chacun par une diago- 

bc 

ceux-ci, disposés autour du carré BZ ou (c — A) 2 comme 
le montre la figure a, forment un carré de côté a. On a 
donc bien 

** + <?* = «*. 

2° Sauveur, revu par Le Blond. — Géométrie élémentaire et 

pratique. Paris, 1753, in-4°. 




à -F 



Fig. b. 



nale donnent 4 triangles rectangles égaux d'aire 



Cette démonstration est la même au fond que la pré- 




Fi g. c. 
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cédente, mais elle est présentée d'une manière plus j 
simple : la fig- c est la réunion des fig. a et A. 
A l'aide de 4 triangles égaux à ABC, construisons- 
a les carrés CE ou o 2 et AY 

ou (A — cy et plaçons deux 
de ces mômes triangles en 
CUD et DSK ; supposons en- 
fin AB prolongé jusqu'à sa 
rencontre en T avec UD . 
CD S est une ligne droite, 
UA le carré A* et TE le- 
carré c 1 . 

On voit immédiatement 
que le carré a 1 d'une part, la 
somme des carrés A 2 et c' d'autre part, se composent 
du carré AY et de 4 triangles égaux à ABC. 

a° On peut encore procéder comme suit: CV est le- 
rectangle construit sur c + A et c — A ; achevons le rec- 
tangle liG décotes c+A etc. 

Si l'on ajoute au rectangle L'V les carrés IA et ZG 
d'aire b 1 , on obtient la partie 
ombrée de la fig. d qui 
est équivalente à A'-t-c*; 
car si l'on transporte le rec- 
. v tangle IX en CX, on ob- 

« tient une figure formée de 2. 

u b Y F carrés IA ou A* et BG ou c s . 

Fi „ ,, [C'est la traduclion géo- 

métrique de la formule 
(c + Ô)(c — i)-r-2A* = A* + eV| 

Décomposons maintenant par une diagonale les deux 
rectangles UA et YG de la parlie ombrée et disposons- 
les autour du carré BZ comme dans la fig. a : on 
obtient précisément n*. 
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Ainsi la partie ombrée est équivalente d'une part à 
é ! +c*, et d'autre part à rf. 



XII 

A. MtnnE, d'après l'ouvrage sanscrit « Youcti Bâcha ». — 
Balletino di bibliog. (Boncompagni), lome XX, 1887. 

(tuuciié et tiE Coxberoi'sss. — Traité de Géométrie, 6° édit., 
Paris, 1891, 2 vol. in-8». 

On construit les carrés CE et AF.sur BC et AH; on 
sait (§ 2, I, 5 e Cas) que E se trouve sur GF. Menons 
par 1) les parallèles DP à 
H GF et DU à AC ; DH ren 

contre le prolongement de 
„ GF en II. La 6gure DHGP 

est un carré de côté b, car 
les deux triangles PCD et 
HED, égaux à ABC, don- 
nent DP= DII= b. 

Des lors, si l'on enlève les 
C b deux triangles ARC et PCD 

qui, avec le pentagone om- 
bré APDEB, constituent a% pour les disposer en HED 
et FBE, on forme avec ces deux triangles et le penta- 
gone un polygone APDIIFB qui est la somme des 
carrés A* et c 1 . 



mer. — Philoaophia et matheaia uni- 
vers*. Halisbonne, I7T4. 

Supposons a* extérieur, h 1 et c 2 intérieurs à ABC ; 
prolongeons les côtés de c" et A* concourant en I et F 
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jusqu'à leur rencontre avec le pourtour de a 2 . On sait 

(§2,1, 4 e Cas) que III passe par D 
etGFparE. 

On a, en ayant égard aux nota- 
lions de la figure, 

dr s 4o + ip -+- q . (1) 




Mais ô 2 -+-c 2 s:2ttî + 2o 

-h2n-+-2p-\-q. 

e D'autre part, le triangle ABC 

formé de m-{-n est égal au 
triangle CBX formé de o -\-p ; on a donc 

2m + 2n = 2o + 2p , 

et è 2 + c 2 =4o-M;> + ?. (2) 

Rapprochant (1) et (2), il vient « 2 =r A 2 + c 2 . 



Variante : Du même auteur. 



La disposition des carrés est la même que ci-dessus ; 

seules les droites tracées diffè- 
rent. On a 

a 2 =# + 3o + *•-+- s, 

b- + r s 2m -+- 2n + 2o + r . 

Or les triangles égaux ABC, 
FBE et QED donnent 

m -+- n zz s s/) + o . 

Il en résulte 

-i-(2o-+-r)=:a 2 . 




* 

{ 
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XIV 



Ozanam, revu par M. de C. G. F. (Mostucu). — Récréations ma- 
thématiques et physiques, tome I. Paris, 1778, in-8°. 

J. Wipper, d'après R. Wolf (4869). — Sechs. Bew. des 
Pyth. Lehrs. Leipzig, 4880. 

Prolongeons EB jusqu'à sa rencontre en E' avec GF, 

puis DC jusqu'à son 
point de concours N 
avec AH et menons 
EO parallèle à BC : 
on détermine ainsi 
5 éléments m, n, o, p, 
y, qui disposés d une 
autre façon, forment le 
carré a 2 . 

A cet effet, prenons 
DX = DY = CN; me- 
nons CX et de Y, D et 
B abaissons des per- 
pendiculaires YR, DT 

et BS sur CX. Les 
o éléments ainsi constitués sont égaux aux précédents 

chacun à chacun, ainsi qu'il est facile de le montrer. 




XV 

Périgal. — Messenger of Mathematics, 4873. 
J. Wipper, d'après Serebrowsky (4877). — Sechs. Bew. des 

Pyth. Lehrs. Leipzig, 4880. 

Soit U le.centredu carré c 1 . Menons par U les droites 
ZVet YX, Tune parallèle et l'autre perpendiculaire à €B. 
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On partage ainsi le carré c 2 en 4 quadrilatères égaux 

dont les côtés égaux 
UZ, UX, IV et UY 

CR 

ont pour valeur — ; il 

1 2 

suffit en effet de re- 
marquer que CYXB 
étant un parallélo- 
gramme, YX = CB et 
l]Y = YX = ÇB 
2 2 

On peut donc dispo- 
ser ces quadrilatères 
dans le carré «* où les 
points HJ, A,',... sont 
les milieux des côtés. 
Nous n'avons plus maintenant qu'à montrer que le 
rectangle I'H'A'C est un carré égal à 1HAC. On a en 
effet, par exemple, 

ha' = ha; — a a; = bx — a y = cy — ay = ca . 




XVI 



J. Wipper. — Sechs. Bew. des Pyth. Lehra. Leipzig, 4880. 



Construisons les deux triangles rectangles LTS et 
AT'S'. On a LS = AS'. En effet, menons LA et prolon- 
geons DC jusqu'à sa rencontre I) 7 avec Hl. On sait 
(§ 2, II) que ACD'L est un parallélogramme et que 
tri. IDC = tri. ABC ; par suite CD' = CB = CD. 

Les triangles égaux CD'S et DCS' donnent alors 
DS = CS\ et comme D'L = CA, on en déduit LS = AS'. 
Les triangles LTS et ATS' sont donc égaux. Or, si Ton 
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retranche du premier b 1 et c 2 et du second a 2 , il reste 
respectivement 

tri. ICS + tri . HL A + tri. GLA + tri. FBT -+- tri. ABC 

et tri. DGS' + tri.EBT' + tri.ABC. 




Pour démontrer le théorème, il nous suffit de mon- 
trer qu'on a 

tri. ICS -+- tri. HLA = tri. DCS', 
et tri . GLA -h tri . FBT s tri . EBT'. 



En ce qui concerne la première relation, par exem- 
ple, juxtaposons le triangle HLA au triangle ICS de 
manière à former le triangle CD'S ; nous avons vu que 
le triangle CD'S était égal à DCS'. 



XVII 

Démonstration inédite 
communiquée par M. Rojot, à Lille. 

Supposons a 2 extérieur, h 2 et c 2 intérieurs à ABC. 
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On sait que HI passe par D et GF par E(§ 2, 1,4 e Cas). 
On a d'abord 

c 2 =: rect. BK . 

En effet, c 2 se compose du quadrilatère ombré JBFM 
et des triangles AGM et AJB; en transportant AGM sur 

son égal BFE, AJB sur son égal 
MKE on forme, avec le quadri- 
latère JBFM, le rectangle BK. 
On a ensuite 

£* :== rect. CK . 

11 suffit, pour le prouver, de 
remarquer que A 2 est constitué 
par le triangle ombré CJN, le 
triangle AJC et le quadrilatère 
AHIN. En portant AJC sur son 
égal MKD, AHIN en CII'N' et 

enfin NIM sur son égal NTD, on forme avec le- 

triangle CJN le rectangle CK. 




Il en résulte 



b 2 -hc* = a\ 



§ 4. — Démonstrations algébriques. 



XVIII 

BiL&KARA. — Vîja Ganita (12 e s.). 
Wallis. — A Treatise of Algebra. Oxford, 1685, in-fol. 



Abaissons la perpendiculaire AJ sur CB. Les tri- 



/ 
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angles rectangles J.VC et JBA ainsi déterminés, qui sont 

semblables à ABC, donnent 




CJ AC 



et 



BJ 
AB 





AC BC 


OU' 


À~C 2 = CJxBC, 


AB 

~ , ou 
BC 


AB 2 = BJxBC. 



(O 

(2) 



Ajoutons les relations (1) et (2), membre à membre : 
ÂC" + ÂB* = (CJ + BJ) BC = BC 2 . 



Variante : R. P. Lui y. — Les Elemens de Géométrie. 

Paris, 4685, in-12. 

On a comme ci-dessus 

ÂC 2 = CJxBC, 
AB 2 = BJxBC. 




Mai 



is 



donc 



CJ x BC = aire rect. CK , 
BJ x BC = aire rect. BK ; 



AC" + AB* = rect. CK + rect. BK =: BC*. 
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A. Marrk, d'apivs le mathématicien aveugle Salnderson (1682- 
1739). — Bulletino di Bibliog. (Boncompagni), tome XX, 

4887. » 

Cette démonstration tient à la fois de cdle de Pytha- 
g-ore (§ 3, X) et de celle de Bhàskara (§ 3, XI). On 

forme les carrés AZYX ou 
s > e t (c— b)\ DEBC ou a\ RSTT 

ou (c-\-by au moyen de 
8 triangles égaux à ABC. 
On a 



' 










Z 


Y 




\ A 




^ 


t S 


E 


< 


•A 




u 



b à 1 s (c + bf — 4 tri. ABC , 

a*=(c — 6) 2 + 4 tri. ABC, 

d'où 

2a â =:(c + A) 2 H-(c — by. 

Mais le second membre est équivalent à 2ô 2 -|-2c i ; 
donc 

2a s = 2A S -h 2c*, 

et a* £ s = 



c 2 . 



XX 

Bezoit. — Cours de mathématiques, 2° Partie. v 

Paris, 1768, in-8». 

Abaissons de A la perpendiculaire AJ sur BC. Les 
triangles semblables JAC, JBA et ABC donnent 

t ri.JAC _ tri^JBA _ tri. ABC 



AC 



AB 



BC 
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Une propriété connue des proportions permet d'écrire 

tri. JAC + tri. v JBA tri. ABC 




T* 



3= = 



AC +AB 



BC* 



- 1 



et comme 



tri.JAC + tri. JBAxtri. ABC, 



AC +AB srBC". 



XXI 

J. J. L Hoffmann. — Der Pythagoràische Lehrsatz. 

Mayence, 1824. 

Décrivons de C comme centre, avec CA comme rayon,, 
une demi-circonférence qui rencontre CB en Y et Z. 
L'ne propriété bien conùue de la tangente AB à la 
demi-circonférence nous permet d'écrire 



,- ^ A. 




AB =BYxBZ,ou 

Âfi = (BC + AC) (BC — AC) , 

AB 2 : 

d'où 



BC— AC, 



BC =AB +AC. 



J. J. I. Hoffmann. — Der Pythagoraische Lehrsatz. 

Mayence, 1821. 

On porte sur AB, AZ = AC ; on décrit de C comme 
centre, avec CZ comme rayon, une demi-circonférenco 
qui rencontre AB en Y, CB en X et en lï. La propriété 



94 DES DÉFINITIONS ET DÉMONSTRATIONS GÉOMÉTRIQUES 

connue d'un couple de sécantes à une circonférence 
donne ici 

BZxBY = BUxBX, 

ou, en ayant égard aux notations de la figure, 

m(m -+- 26) = ?i(n + 2p) , 



\A\ 



OU 



I 
I 

I 
J_. 




m* -h 2bm =m 2 -{- 2pn . 

Or, on a dans le triangle 
rectangle isocèle AZC 



P U»B (§ !) 

2b* = p\ . 

Donc ô 2 + m 1 + 2bm + b* = h* + 2/wi + p\ 

ou ô 2 + (6 + m) 2 = (n + p)\ 

et enfin ô 2 + c 2 = a 2 . 



XXIII 

M&llmann. — Archiv d. Math. u. JPh. (Grunert), 1851. 

Soient Z le centre du cercle inscrit à ABC et ZX, 
ZY, ZU les perpendiculaires aux côtés abaissées de Z, 

toutes égales au rayon r. La 
figure AUZX est un carré 
de côté r; on a d'autre part, 
comme on sait,, BX = BY et 

CY=CU. 

On trouve aisément 




Par suite 
(b -h c -M) (b 



b-\-c — a = 2r . 

c — a) = (b + c + a) 2r 
= 2br + 2cr -+- 2w = 4 surf. ABC = 2bc, 
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Mais on a aussi 

(b-\-c-+-a)(J) + c — à) = (b-+-cy 
donc {b -+- cf — a* = 2bc , 

c'est-à-dire A* + c 2 = «V 
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a 2 ; 



XXIY 

Garfield (*). — The mathematical Magazine, 1882. 

Élevons CD = CB perpendiculaire à CB et abaissons 

de D la perpendiculaire DZ 
sur le prolongement de AC. 
L'aire de chacun des tri- 
angles égaux ABC et ZDC 

a pour expression — , celle 

du triangle BCD, £. Or, 

ces trois triangles forment 
un trap«'ze d aire » — —-' ; 




on a donc 



d'où 



2 ~2 2 



6 S -+■ c 2 = a*. 



S 5. — Variétés. 

Curieuses propriétés de la figure du carré de l'hy- 
poténuse. — Désignons par Z, X et Y les centres des 



( f ) Président des États-Unis, assassiné en 1881. 




Fi g. a. 
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carrés construits sur les cotés du triangle rectan- 
gle ABC. YAX est 
une ligne droite 
(§ 2, VIII). 

1" Xfig. a). — AZ 
est la somme de BX et 
de CY. — On en 
trouvera la preuve 
§ 2, VIII. 

2° (fig, a). — Le 
triangle RZS . est 
équivalent à la som- 
me des triangles CYR 
et BXS (J" de Vui- 
bert, 1891). 

En effet, nous sa- 
vons (§ 2, VIII) que AZ est parallèle à BX et CY. On a 
alors tri. CZ Y :== tri. CYA et tri. BZX == tri. BXA. 

Mais tri. CZB = tri. CYA + tri. BXA ; 

donc tri. CZB s tri. CZY + tri. BZX . 

Si Ton retranche de part et d'autre la somme 
tri. CZR+tri. BZS, on obtient enfin 

tri. RZS-: tri. CYR -+- tri. BXS. 

3° (fig. a). — Le toiangle YZX est équivalent à cha- 
cun des quadrilatères YXBC et ABZC. — Nous avons 
vu en effet (§ 2, VIII) que chacun de ces quadrilatères 

a pour aire — x YX ; c'est précisément Taire du 

triangle YZX, puisque AZ est perpendiculaire à YX 
(§ 2, VIII). 

4° (fig. a). — Le triangle YZX est équivalent au carré 
construit sur la demi-somme des côtés de F angle droit. 
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Car l'expression yXÏX de Taire de YZX peut 
«écrire (1°) 

»• (fig. à). — Les quadrilatères ABEC, ABDC, IFBC 
sont équivalents. 
On a en effet 

quad. ABEC tri.ssABC + iySa'zquad. ABDC, 
• quad. IFBC as tri. ABC + 1/2 b 1 + 1/2 c\ 

6° (fig. 6). — Les droites AZ, BY et CX son* les hau- 

teursdutriangleYZX . 
(Archives deGruncrt, 
2 e série, XIV). 

On sait déjà (§ 2, 
VIII) que AZ est la 
hauteur relative au 
sommet A. 

D'autre part, les 
triangles rectangles 
AZX et XYB sont 
égaux, car AZ = X Y 
(S 2, Vlll) et 
XA = XB; donc 

AZX = XYB. Mais 

AZX = ZXB comme 

alternes-internes; par sirite, XYB = ZXB, et comme 
YX est perpendiculaire à XB, il en résulte que YB est 
perpendiculaire sur XZ. 

On montrerait de même que CX est perpendiculaire 
sur YZ. 

Fouhrey. — Curht. tjtmn. 1 




Kg. 6- 
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On peut remarquer que de l'égalité des triangles AZX 
et XYB résulte BY = ZX ; de même CX = YZ. 

7° (fig. c). — Le point de concours des médianes est le 
même pour les triangles ABC et YZX. 

Abaissons deZ sur CB une perpendiculaire qui ren- 
contre CB en R. Menons les médianes AR du triangle 

ABC et ZT du triangle 
YZX; il suffit de 
montrer que AR et 
ZT se coupent respec- 
tivement aux 2/3 de 
leur longueur, en un 
certain point U. 

En effet, la circon- 
férence décrite de R 
comme centre avec 
RC=RZ comme rayon 
passe par A puisque 

CAB est droit ; elle 
rencontre YX en un 
second point S. Com- 
me ZAS est droit (§ 2, 
VIII), ZRS est un diamètre de la circonférence tracée qui 
est perpendiculaire sur le diamètre CB ; le quadrilatère 
CSBZ est par suite un carré qui donne SC = SB. 
Or, les deux triangles rectangles SYC et SXB sont 

égaux, car SC = SB et YS<X XSB sont complémen- 
taires ; donc CY = AY = SX et T, milieu de YX, est aussi 
milieu de AS. Ainsi AR et ZT sont deux médianes du 
triangle AZS qui se coupent en un point U aux 2/3 de 
leur longueur. 

Le triangle AZS a donc aussi même point de con- 
cours des médianes que ABC et YZX. 




Fig. c. 
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Fig. d. 



8°(fig. d). —Les droites de la figure d'Ettclide BI, 

CF et la perpendicu- 
laire AJ concourent en 
un même point (J* 1 de 
Vuibert, 1879-80). 

Il suffit de prouver 
que les perpendicu- 
laires BU et CV à CF 
et BI se coupent en 
un même point R de 
AJ, car alors les droi- 
tes CU, BV et RJ se- 
ront les hauteurs du 
triangle RBC. Or, nous 
avons fait cetle preuve antérieurement (§2, VII). 

9° (fig. é). —Les triangles AGII, BEF, CDI sont équi- 
valents entre eux et à ABC (F. J.— Exercices de géo- 
métrie. Paris, 1896). 
On voit aisément que 
tri. HAG=tri.ABC 
comme ayant les cô- 
tés de l'angle droit 
égaux. 

En second lieu, 
DU désignant la hau- 
teur du triangle CDI 
relative à D, on a 
tri. CUD = tri.ABC 
comme ayant CD = 
CB et les angles 
en C égaux ; mais 
tri. CUDztri.GDI 
comme ayant même hauteur DU et des bases égales 
Cl = CA= CI. Donc tri. CDI == tri. ABC. * 




Fig^ e. 
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On verrait de môme que tri. BEF^tri. ABC. 

10° (fîg. é). — La somme des carrés construits sur 
les côtés de l'hexagone IHGFEDI équivaut à8 fois le carré 
de r hypoténuse. 

Désignons par e et d les côtés ID et FE. 
Le triangle rectangle DUI donne 



Demôme, 



e 2 = 4ô 2 + c 2 . 



La somme dont il s'agit a donc pour expression 

b* + a % + c 2 + (4c 2 + V) + « 2 -h (46 2 + c*) 

= 2a' + 6(* 2 + c*) Jtec 1 . 

Généralisations. — 1° Si l'on construit sur les côtés 
d'un triangle rectangle comme côtés homologues, des po- 
tyqones semblables, le polygone correspondant à l'hypo- 
ténuse est la somme des polygones correspondant aux 
autres côtés (Eltxide. — Éléments, VI, 31 . 3 e s. av. J.-C). 

Désignons par M, X, P les aires des polygones sem- 
blables dont il s'agit. Une pro- 
position bien connue donne 

M N P N + P 




— 2 

AC 



BC AC AH" AC+AB 

Mais on sait, d'après le théorè- 
me de Pythagore, que 



BC =AC + AB. 
Donc MsX + P. 



2° Sur deux côtés AB et AC d'un triangle quelconque 
ABC, on construit des parallélogrammes quelconques 
ABFG et ACUI ; on prolonge les côtés F(i et III jusqu'à 
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leur rencontre en L, on mène la droite AL et on la pro- 
longe au delà de BC d'une longueur JK = LA. Le paral- 
lélogramme BCDE ayant pour côtés, en grandeur et en 
direction, BC et JK, est équivalent à la somme des deux 
précédents (Pappus. — Collections, IV. 4' siècle). 

Menons par B et C des parallèles E'BE et D'CD à LK. 
On a 

parall. ABFG z parall. ABE'L , 

pareil. ACIH = parall. ACD'L. 




Mais on a aussi, puisque JK = AL, 

parall. ABE'L se parall. BEKJ, 
parall. ACD'L x parall. CDKJ. 
Donc parall. ABFG + parall. ACHI = parall. BCDE. 

Remarques. — L'énoncé de Pappus est en réalité un 
peu moins simple que celui que nous avons adopté. Le 
géomètre grec indique qu'on doit construire le parallé- 
logramme BCDE sur les segments BC et CD faisant entre 

eux en d'angle AB^-hALÎl; ce qui revient d'ailleurs 



/. 
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au même puisque, d'après notre construction, 

BJÈ = ABC + JAfi = ABC + AT^i . 

Si l'on applique le procédé de démonstration ci-des- 
sus au théorème de Pythagore, on retombe sur la solu- 
tion de Nassir-ed-Din (§ 2, II). 

3° Le carré de la diagonale d'un parallélépipède rec- 
tangle est équivalent à la somme des carrés des arêtes. 
(Euclide. — kléments). 

Nous ne croyons pas utile de donner la démonstra- 
tion très simple de cette proposition bien connue. 

* 

4° Dans toute pyramide triangulaire où trois faces sont 
perpendiculaires entre elles, le carré de la quatrième face 

est équivalent à la somme des 
carrés des trois premières (De Gu a . 
J! — Hist. Ac. des Se, 1783). 

S/ 1 \ Soient S le sommet du trièdre 

/~-JLj \ trirectangle, ABC la base corres- 

^--/---"^^c pondante de la pyramide. Abais- 

\L^^^ sons la perpendiculaire SD sur 

AB et menons CD. 
CS .étant perpendiculaire au 
plan ASB, CD Test à AB d'après le théorème des trois 
perpendiculaires. 

On a alors, en appliquant le théorème de Pythagore 
aux triangles rectangles de la figure, 

-2 -2 2 , 2 2> 



AB xDC = AB x(SD H-SC) 



:* 



= AB x SD + AB x SC 

= ÂB x SD* + (SA* + SB 2 ) Se! 



AB x SD + SA x SC + SB +SC . 



< >n a donc ABC a: ASB + AS4Î + BSC . 
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La démonstration d'Euclide par Pierre Hérigone. 

— Nous avons signalé (Introd. , § 7, 2 e Période) la tenta- 
tive faite par Pierre Hérigone (17 e s.) pour simplifier 
le langage et faciliter le raisonnement en géométrie à 
l'aide d'un mode spécial de notations. 

Les symboles qu'il emploie à cet effet sont entre 
autres: est, snt (sont), TT (à), Il (ou), — (droite), 
= (2 droites parallèles), < (angle quelconque), L (angle 
droit), □ (carré), O (parallélogramme quelconque), 
A (triangle), 2|2 (signe de l'égalité), + (signe de l'addi- 
tion), commun add. (indication de l'opération d'ajouter 
une même quantité aux deux membres d'une égalité). 

Ce procédé lui a permis de réunir dans son Cours ma- 
thématique (1614), sous un très petit volume, une grande 
quantité de matière, notamment les 15 Livres d'Euclide 
en français et en latin. 

A titre d'exemple, nous extrayons du tome lia démons- 
tration du théorème de Pythagore d'après Euclide. 

La colonne de gauche de la démonstration indique les 
références aux propositions, postulats et axiomes anté- 
rieurs. 



Liv. I, Proposit. XL VII 

Aux triangles rectangles, le quarré du costé qui sous- 
tient l'angle droict, est égal auxquarrez des costez qui 
contiennent l'angle droict. 
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46, 

*6, 
46, 
3i, 



Hypoth. 
bac est J, 




I 
I 
I 
I 



(') 
(') 

C) 



I. p- » ( 3 ) 



Prœpar. 
be est Q bc, 
afest Q <*h, 
ai est Q ac, 
am = bd Ji ce, 
ad y ae, bi, cfsnt — 



Req. TT demonstr. 
Qbc2\2Qab+Qac. 



constr. 

»*. H 4 ) 

29 d. 1 ( 5 ) 
29d.I( 5 ) 
12 a. I( 6 ) 

2 a. I 0) 

4, IC) 

41, IC) 

41, IC) 

6 a. I( 10 ) 

d. a 

d. p 
concl. 
2a. IC) 



< bac est J, 

< bag est J , 
gac est —, 
flô 2 2 6/; 

6</ 2 2 &c, 

< d&c 2|2 < fba. 

< aie commun add. 

< abd 2|2 < fbc, 
Aabd 2|2 A fbc, t. 
<>blmd2\22&abd r 
Oaf2\2 2Afbc f 

O «m</ 2|2 D af, f* 
A ace 2|2 A wr6, 
O c//ne 2|2 Q **> 

Die2|2Da/'+Dar 



( J ) Propos. 46 du Livre I. — Décrire un carré sur une droite donnée. 

( 2 ) — 31 — I. — Par un point donné, conduire une droite 
parallèle à une droite donnée. 

( 3 ) Postulat I du Livre I. — On demande qu'on puisse conduire une 
droite d'un point quelconque à un point quelconque. 

( ; ) Propos. 14 du Livre 1. — Si à un point d'une droite, deux droites 
placées de côtés différents font avec elle deux angles consécutifs égaux 
à deux droits, ces deux, droites n'en forment qu'une seule. 

( B ) Définition 29 du Livre I. — Parmi les figures quadrilatères, celle 
qui a ses côtés égaux et ses angles droits se nomme carré. 

( 6 ) Axiome 12 du Livre I. — Tous les angles droits sont égaux entre 
eux. 

(") Axiome 2 du Livre I. — Si à des grandeurs égales on ajoute des. 
grandeurs égales, les totaux seront égaux. 

( 8 ) Propos. 4 du Livre I. — Deux triangles qui ont un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun sont égaux. 

(*) Propos. 41 du Livre I. — Si un parallélogramme et un triangle ont 
la même base et sont compris entre les mêmes parallèles, le parallélo- 
gramme est double du triangle. 

(*°) Axiome du Livre I. — Les grandeurs qui sont doubles d'une 
même grandeur, sont égales entre elles. 
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Relations entre les polygones réguliers. — Nous 
supposerons les polygones réguliers considérés inscrits 
dans un même cercle. 

On forme un triangle rectangle : 

I. En prenant comme côtés de l'angle droit les demi- 
côtés du triangle équilatéral et de l'hexagone régulier, 
et comme hypoténuse le côté de l'hexagone (fig. à) ; 

II. En prenant comme côtés de l'angle droit le côté de 
l'hexagone régulier et comme hypoténuse le côté du 
carré (fig. b); 







K\h Dde 

Fi g. d. 

III. En prenant comme cotés de l'angle droit les côtés 
de l'hexagone et du décagone réguliers et comme hypo- 
ténuse le côté du pentagone régulier (fig. c); 

IV. En prenant ; 1° comme côtés de l'angle droit le 
demi-côté AB du triangle équilatéral et une longueur 
AC formée du demi-côté AD de l'hexagone régulier et 
du côté DC du décagone régulier ; 2° comme hypoténuse 
le côté du carré {fig. d). 

Toutes ces relations se démontreront aisément, par l'ap- 
plication du théorème du carré de l'hypoténuse, au 
moyen des formules suivantes quidonnent les côtés des 
polygones réguliers inscrits dans le cercle de rayon ;• : 



r 2 y 



r 
2 



(V/5-1). 



CHAPITRE III 



CASSE-TÊTE GÉOMÉTRIQUES 



On peut définir comme suit le casse-tête géométri- 
que dans son sens le plus général : il s'agit, étant donné 
un certain nombre de figures géométriques, de les dé- 
couper de manière à constituer, par l'assemblage des 
éléments ainsi obtenus, des figures de forme donnée. 

(Homme on le verra, ce genre de questions est très 
ancien, mais ce n'est qu'au 19 e siècle qu'on en a trouvé 
la solution générale. ]Nous suivrons autant que possible 
Tordre chronologique dans notre exposition. 



S 1. — Loculus d'Arohimède (3 e s. av. J.-C). 

On savait, par des passages de deux auteurs latins, 
Marius \ ictorinus (4 e s.) et Atilius Fortunatianus (6 e s.), 
qu'ARCHiMÈDK devait avoir composé un jeu géométri- 
que. Ils rapportent que dans ce jeu, dénommé par eux 
Loculus Archimedius, il s'agit, étant donné un camé 
d'ivoire découpé en 14 morceaux de formes polygonales 
très différentes, de reproduire acec ces morceaux non 
seulement le carré primitif , mais aussi d'autres figures. 

Ausone (4 e s.), dans une lettre ù, Paulus, mentionne 
aussi ce jeu, sans cependant l'attribuer à Archimède. 
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On était toutefois sans renseignements précis à ce su- 
jet lorsqu'on 1899, M. Henri Sùter, de Zurich, retrouva 
une version arabe d'un livre d'Àrchimède sur la ques- 
tion. Dans ce livre, le grand géomètre se propose de 
découper un carré en 14 éléments qui soient dans un 
rapport rationnel avec la figure entière, qu'il appelle 
« syntemachion » (assemblage de rognures). Le but 
d'Archimède est donc inverse de celui indiqué parles au- 
teurs latins et, ^comme on pouvait s'y attendre, plus 
scientifique aussi ; mais le jeu dont ils font mention 
avait assurément été inspiré par le travail du savant 
syracusain. 

Il faut donc voir là, vraisemblablement, l'origine des 
•casse-téte géométriques. 

Le problème comporte une infinité de solutions ; 
nous ne donnerons que celle d'Archimède. 

Construction. — Soient ABGD le carré donné, 
E, X, Z les milieux des côtés GB, GD et DA. Menons 

ZE, ZB, ZG et AG. AG est 
coupé respectivement en L et 
F par ZB et ZE. Joignons B 
au milieu M de AL, E au 
milieu C de ZG etC àN. Enfin, 
faisons passer par le milieu H 
de BE et par A une droite 
I1K limitée à ZB, par H et par 
le milieu T de BZ. une droite 
HT, par C et B une droite CO 
limitée à ZG et DG. 

Le carré ABGD est ainsi divisé en 14 éléments, dont 
"7 pourle rectangle ZB et 7 pour le rectangleZG, satisfaisant 
à la condition imposée, ainsi que nous allons le montrer. 

Valeur des éléments. — Désignons par S Taire du 
•carré entier. 
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I. Rectang te ZG.— l°Tri. GiNGxt/4 tri.DGZxl/16S. 

2° Puisque B(i = 4CN, on a OG = 40N, NG =30X ; 
par suite, tri. CNO x 1/3 tri. GXC x 1/48 S. 

3» Quad. DOCZxtri.DGZ — (tri.GNC + tri. CNO) 

x 1/4 S — (1/16 + 1/48) Sx 1/6 S. 

• 4°, 3°, 6" On a tri. EFQ x 1/24 S, tri. GCQ x 1/24 S 
et tri. EGQ x 1/12 S. En effet, les triangles semblable» 

FCQ et GEQ donnent |£ = 1/2 = ££ = ££; donc 

tri. EFQ s 1/2 tri. EGQ x tri. GCQ, tri. EFQ x 1/3 EFG. 
Mais tri. EFG x 1/2 tri. ZEG x 1/8 S ; donc 
tri. EFQ x tri. GCQ x 1/24 S et tri. EGQ x 1/12 S. 

7°Quad.FQCZs:tri.ZEC— tri. EFQ = 1/8 S— 1/24 S- 
= 1/12 S. 

II. Rectangle ZB. — f Tri. FZL = tri. EFQ x 1/24 S. 
2° Tri. KHTxl/48S. En effet, les triangles sem- 
blables KHT et KBA donnent - H ?= 1/2 = §J; donc 

B A BK 

tri. KHTxl/2 tri. BHKx 1/3 tri. BHTx 1/12 tri. ZEB 

x 1/48 S. 

3° Tri. BHK s 2 tri. KHT à 1/24 S. 

4" Tri. ALZx J/12 S, car les triangles ALZ et EGQ- 
sont égaux. 

5°, 6° Tri. ABM = lri. LBMx 1/12S; en effet, comme 
BG=2AZ, on a BL = 2LZ et tri. LABk 2 tri.- ALZ. 

x 1/6 S; donc tri. ABM x tri. LBM x 1/2 tri. LAB 
xl/12S. 

7» Pentag. LFEHT x trap. ZEIIT — tri. FZL. 
x 3/4 BEZ — tri. FZL x 3/16 S — 1/24 S x 7/48 S. 
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La figure ci-dessous indique, en quarante-huitièmes 

de Taire totale, la valeur des aires 
partielles. 

Remarque. — La construction 
et les résultats qui précèdent sont 
valables pour un parallélogramme 
quelconque. 

Applications. — On peut se 

proposer diverses questions sur 

les éléments de la figure du « loculus ». En voici un 

exemple à titre d'indication : nous supposons les aires 

évaluées en quarante-huitièmes du carré total. 

Grouper les éléments de cette figure de telle sorte que 
les aires des nouveaux fragments obtenus soient repré- 
sentées par trois nombres entiers égaux (fig. a), ou par 
trois nombres entiers consécutifs (fig. b)) ou par les huit 
premiers nombres entiers et le nombre 12 (fig. c). 
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§ 2. — Composition d'un carré au moyen de carrés 
égaux. — Décomposition d'un carré en carrés 
égaux. 



Géométriquement, le problème qui consiste à, con- 
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straire le côté d'un carré équivalent à plusieurs carrés 
égaux est très simple : il suffit d'appliquer successive- 
ment, autant de fois qu'il est nécessaire, la construc- 
tion résultant du théorème de Pythagore. 

Mais la question devient plus difficile si Ton cherche, 
comme nous allons le faire, à composer matériellement 
un carré au moyen de carrés élémentaires égaux (que 
constitueraient, par exemple, des carreaux céramiques), 
ceux-ci pouvant d'ailleurs être divisés en fragments. 

La décomposition d'un carré en plusieurs carrés 
égaux appelle des observations analogues. 

I. Solution d'Aboûl Wafâ (10 e s.). — Ce problème 
devait être un de ceux qui se présentaient dans les 
travaux architecturaux des Arabes ; c'est ce besoin pra- 
tique qui a fourni à àboll Wafâ l'occasion de traiter 
théoriquement la question dans son Recueil de Con- 
structions géométriques. Il est en efFet dit dans ce der- 
nier ouvrage que le but de l'auteur est de remplacer les 
procédés défectueux des praticiens par une méthode 
basée sur des principes scientifiques. 

Aboèl Wafâ fonde sa solution sur une propriété arith- 
métique du nombre entier n indiquant combien on con- 
sidère de carrés égaux. Il distingue deux cas principaux 
suivant : 1° que n est un carré ou une somme de deux 
carrés ; 2° qu'il n'est ni l'un ni l'autre. 

1 er Cas : Le nombre entier n est un 

CARRÉ à 2 OU UNE SOMME DE DEUX CARRÉS 

a* et b 2 . 

Composer un carré de a~ carrés. — Le 

côté AB du carré cherché est égal à a ; la 

A d figure d donne la construction pour 

Fi &- d ' a 2 = 3 2 . 

Décomposer un carré en é carrés. — Il suffit de divi- 
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ser deux côtés consécutifs AB et BCdu carré en a parties 

égales et de mener des pa- 
rallèles à ces côtés par les 
points de division ; on 
voit (fig. d) la construc- 
tion pour «* == 3*. 

Composer un carré de 2à l 
carrés. — A l'aide du pro- 
blème précédent, on com- 
pose d'abord deux car- 
rés ABCD et ABCD' con- 
stitués chacun par a 2 car- 
rés élémentaires (fig. e). 
On partage ensuite 
chacun des deux carrés 
ainsi formés au moyen 
d'une diagonale, et on assemble les quatre- triangles 
B c B r G . rectangles ainsi obtenus de 

telle sorte que leurs sommets 
d'angle droit soient réunis 
en un môme point : ils don- 
nent alors un carré EFGH. 

Décomposer un carré en 
2à l carrés égaux. — Solution 
inverse de la précédente ; 
les triangles rectangles iso- 
cèles formés le long du pour- 
tour du carré EFGH étant 
assemblés deux par deux, 
donneront des éléments car- 
rés (fig. e). 

Composer un carré de 
a 2 +ô 8 carrés égaux (a>b). 
— On forme (fig. f) deux rectangles ABCD et A'B'C'D' 
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dont les côtés sont égaux à a et b fois le côté du carré 
élémentaire, puis on divise chacun d'eux par une 
diagonale en deux triangles rectangles dont l'hypoténuse 
est le côté du carré cherché. 

En disposant ces triangles comme il est indiqué, 
on obtient le carré EFGH ; nous avons supposé sur la 
figure a = 5, ô = 3. Ce procédé est basé sur la relation 

a»+y = 4^ + (a-A)*. 

Le carré entier d l -\-b % (EFGH) est formé de 4 trian- 
gles d'aire — (EE'F, FF'G, ...) et d'un carré central de 

côté a — Ô(E'F'G'H'). 

Décomposer an carré en a* •+- b* carres égaux (a > b). 
— La construction est inverse de la précédente ; elle 

est basée sur ce fait que 
dans la figure /*, les lignes 
de division partagent les 
côtés du carré en fl = 5 
parties égales ; car EE', par 
exemple, se trouvant di- 
visé en 5 parties égales, 
il en est do même de EF. 
Soit donc un carré IJKL 
(fig. g) ; on divise ses côtés 

égales. Dési- 
par L", I",J\K' 
le {a — b) v point de division 
de chacun des cotés à partir 
des sommets I, J, K,L; 
en joignant 1 à I",J à 
J\ K à K\ L à L'\ on 
1IJ, JJ'K,... et un carré 
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en a parties *, ft , 
gnons 



obtient quatre triangles 

central I'J'K'L'.On dispose ces triangles'deux pardeux 
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de façon à former deux rectangles égaux MNPQ et 
M'N'P'Q'; on divise les côtés MX et M'N', NPet NT 
de ces rectangles respectivement en a et à parties égales, 
et des parallèles aux autres côtés menées par les points 
de division décomposent chacun des rectangles en ab 
carrés. Il ne reste plu9 qu'à partager le carré central 
l'J'K'L' en (a — A) 2 carrés. 



B 



H 

7T 



y 



2 e Cas: Le nombre entier n n'est m in carré ni une 

SOMME DE DEUX CARRÉS. 

Nous résoudrons d'abord les deux questions suivan- 
tes, auxquelles se ramené le problème proposé, ainsi 
que nous le montrerons plus loin. 

Composer un carré de deux carrés dont les côtés c et d 
sont quelconques (c>d). — Superposons le carré AËFG 

de coté d au carré ABCD de côté c 
de sorte que ces deux carrés aient 
un angle et un côté communs, et 
prolongeons KF, (IF jusqu'à leur 
rencontre avec CD et BC en I 
et II. 

Le carré ABCD découpé par (ill 
et FI donne : 1° le carré Fil CI de 
côté c — d\ 2° le rectangle ABHC 
d'aire cd, qu'on peut diviser en 
deux triangles rectangles égaux 
par la diagonale AH ; 3° le rec- 
tangle GFID. Ce dernier forme 
avec le carré AEFG un rectangle 
A El D d'aire cd, qu'on peut diviser 
par la diagonale AI en deux tri- 
angles rectangles égaux entre 
eux et à ceux d'hypoténuse AIL 

En disposant le carré F1ICI en l'J'K'L' et les quatre 

Fodrrky. — Curios. géom. 8 
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triangles rectangles obtenus sur son pourtour comme 
il est indiqué, on obtient bien un carré JKLM. 

Diviser un carré en deux autres, le côté c de l'un de 
ces derniers étant donné, — Sur les quatre côtés du 

carré proposé JKLM comme 
diamètre, on décrit des demi- 
circonférences sur lesquelles on 
porte à partir des sommets J, 
K, L, M des cordes JI', KJ\ 
LK', ML' égales à c. 

On démontre sans difficulté 
que ces cordes dessinent un 
carré ITK'L' et quatre triangles 
rectangles égaux Jl'K,... au 
moyen desquels on forme les 
deux carrés demandés en suivant en sens inverse la 
construction du problème précédent. 

Composer un carré de n camés égaux, le nombre en- 
tier n étant quelconque. — On sait, d'après un célèbre 
théorème du mathématicien français Fermât (1601- 
166o), que tout nombre entier est soit un carré, soit 
une somme de 2, de 3 ou de 4 carrés au plus. Nous 
laisserons de côté les deux premières hypothèses, qui 
ont été considérées précédemment (1 er cas). 

Si n est de la forme a* + 6* + c 2 -+-rf 2 , on réunira 
a* -|-6 2 carrés élémentaires en un seul carré A 2 (1 er cas), 
puis c f + d 2 carrés en un autre carré Z 2 (1 er cas) et en- 
fin on assemblera k' et l* au moyen de la première con- 
struction préliminaire (2 e cas). 

Si n est de la forme a 2 -+-à*-t-c\ l 2 se réduira à c s 
carrés élémentaires. 

Diviser un carré en n carrés égaux, le nombre entier 
n étant quelconque. — Soient w = a 2 -+-6 2 + c* + rf 2 ete 
le côté du carré donné; ce dernier doit être divisé en 
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n carrés de côté — - . On peut grouper a 2 + b* de ces carrés 

s/n r ,n 

pour former un carré là I k? = (a 2 -+-b 2 ) — |,etlesc 2 +rf 2 
carrés restants pour former un carré P I l* — (c 2 -+- d 1 ) — I - 

D'autre part, la longueur k = t /^-± — e peut être 

déterminée par une construction géométrique connue. 
Ayant trouvé k, on décomposera le carré proposé e 2 en 
deux autres ta et / 2 dont l'un k 2 est donné (2 e prop on prél re ), 
et il ne restera plus qu'à diviser k 2 et l 2 respectivement 
en « 2 H-ô 2 et c 2 + rf 2 carrés égaux, problème résolu an- 
térieurement (1 er cas). 

Cas particuliers. — La méthode générale que nous ve- 
nons d'exposer peut être assez compliquée dans l'appli- 
cation, surtout lorsque n est quelconque ; on peut trou- 
ver dans certains cas particuliers des solutions directes 
ptus rapides. 

Composer un carré de 3 carrés égaux. — Comme 
3= l 2 — |— 1*-+- l a , on voit qu'on aurait ici à utiliser la 
construction du 2 e cas si Ton employait la méthode gé- 
nérale. Mais on peut donner de ce problème une élé- 
gante solution qui fut indiquée par Àboûl Wafà dans 
une réunion de géomètres et de praticiens. Le problème 
posé dans cette réunion avait pour objet de découper 
matériellement trois briques carrées de manière à former 
un carré avec les fragments obtenus. 

Soient ABCD, A t B,G|Di, A 2 BjCjD t les 3 carrés égaux ; 
divisons chacun des deux derniers en deux parties 
égales par une diagonale et disposons les triangles ob- 
tenus le long du contour du premier comme nous 
l'avors indiqué sur la fig. ci-après en AEB', BFC', ... 
En joignant maintenant les points E, F, (J, II, on ob- 
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tient un quadrilatère EFGH qui, ainsi qu'on le démon- 
tre aisément, est un carré. Or les triangles A"A'H et 
VAE, B B'E ctBBF, ... sont égaux entre eux, desorte- 






qu'en découpant les triangles A'A'II, B'B'E, ... et les 
mettant à la place de A" AË, B"BF, ..., on forme bien maté- 
riellement le carré EFGH au moyen des 3 carrés donnés. 

Composer un carre de S carrés égaux. — La solution» 
que nous allons donner, inspirée de la précédente, est 

plus rapide que celle résultant 
de la méthode générale (1 er 

cas:5 = l s -f-2*). 

Disposons autour d'un des 
carrés, ABCD, les 4 autres en 
AEB'B, BFC C, ... et joignons 
ËàF, F* G,...: EFGH est un 
carré. Gomme les triangles 
A AH et A'AE, B'B'E et 
B"BF, ... sont égaux entre eux, 
on voit qu'en découpant les 

triangles A A H, B'B'E, ... et les portant en A'AE. 

B BF, ..., on obtient bien le carré EFGH au moven 

des *> carrés donnés. 




tÏM)' 
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II. — Solution de Montucla (1778). — Composer un 
<arré de n carrés égaux, c étant le côté commun des n 
carrés donnés. 

On peut toujours former un rectangle au moyen de 
■ces n carrés, par exemple en les juxtaposant : le rec- ' 
langle dont il s'agit aura alors pour base ne et pour 
hauteur c. Le problème se trouve ainsi ramené au 
■suivant : 

Convertir un rectangle en un carré équivalent par une 
transposition d'éléments. 

Soit ABCD le rectangle donné, de côtés AB = a et 
BC = b (rt<6) ; du point A, avecune ouverture de com- 
pas égale à la moyenne proportionnelle entre AB et 
BC, décrivons un arc de cercle qui coupe BC en un cer- 
tain point E. Élevons en E sur AE une perpendiculaire 
<jui rencontre AD en un certain point 1. On peut faire 
les deux hypothèses suivantes : 1° I est situé en dehors 
du segment AD ; 2° I est situé entre A et D. Le cas par- 
ticulier où I se confond avec D se déduit aisément des 
<leux autres cas généraux. 

l« r Cas : I en dehors de AD. — Cette hypothèse peut se 
traduire par l'inégalité b<^2a. On doit en effet avoir 

AI> AD ou -j=- >è; en simplifiant, on trouve 

\ab — à 1 

b<2a. 

Menons par D une parallèle à AE qui rencontre BC 
en H, et les perpendiculaires élevées en A et E à AE, 
respectivement en G et F. 

Les rectangles ABCD et AEFG, équivalents séparé- 
ment au parallélogramme AEHD, sont équivalents entre 

eux. Or, aire ABGD = ABxBC = ÂK*; le rectangle 
AEFG est donc un carré, puisque sa base étant AE, sa 
hauteur est aussi AE. 
Prenons maintenant à partir de A, sur AE, AM = DF, 



1 
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et sur AD, AL = EC ; élevons en M et L des. perpen- 
diculaires à AE et AD, 
et désignons pour sim- 
plifier par des chiffres 
les différents frag- 
ments obtenus, ainsi 
que nous l'avons indi- 
qué sur la fig. ci- 
contre. 

Les triangles ABE 
et CDH étant égaux, 
ainsi que 2 et 2', il en 
est de même de 3 et 
3". Les triangles EF1I et AGD étant égaux, ainsi que 4 
et 4', il en est de même de 3" et 3' et par suite de 3 et 3'. 
Les fragments 1, 2, 3, 4 du rectangle donné ABCD 
donneront donc par leur nouvel arrangement 1, 2', 3\ 4' 
le carré AEFG. 

2» Cas : I entre A et D. — On a ici 6>2a. Menons 
par D une parallèle à AE qui rencontre BC en H et les 
perpendiculaires élevées en A et E à AE, respective- 
ment en G et F. On démontrerait comme pour le 1 er 
cas que AEFG est un carré. 
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Portons surBC des longueurs EE', E'E", E"E", ... éga- 
les entre elles et à AI, jusqu'à ce qu'on arrive à dépasser 
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le point Ci, et par les points E', E",E'",.-« menons des pa- 
rallèles à EF; puis prenons sur EA, EK = IIF ,V et au 
point K élevons une perpendiculaire KJ. Le rectangle 
ABCDestainsi partagé en des fragmentsl, 2, 3, i,5,6, ... 
qui par un nouvel arrangement 1,2 , 3', 4', 5 , 6', ... 
formeront le carré AEFG. 

En effet, on peut passer du rectangle .ABCD au paral- 
lélogramme AEHD en transportant le triangle ABE sur 
son égal DCII. On peut ensuite passer du parallélo- 
gramme AEHD au carré équivalent AEFG de, la ma- 
nière suivante. Remarquons d'abord que, dans le cas 
de figure considéré, FD = AD — 3AI =E"II ; les trian- 
gles rectangles EVll et I"F"D sont donc égaux et on a 
E"F"= I"F" ; on voit demêmequeEF" = FF', E'F C =IF. 
Nous pouvons donc faire glisser successivement le trian- 
gle E'F'II en l'F'D, puis le trapèze F"E"E'"F'" (formé de 
I'E''E W F" et de FF'D) sur son égal FTÏ"F", puis le tra- 
pèze FEE F' (formé de I'E'ET et de FITF") sur son 
égal FUT', et enfin le trapèze FEE'F' (formé de lEEl' 
et de FIFF) sur son égal AIFG. 

On obtient de cette façon, pour ainsi dire mécanique- 
ment, la position que doivent occuper les fragments 
du rectangle donné pour constituer le carré AEFG. 

Remarque. — La solution de Montucla que nous 
avons d'ailleurs complétée et sensiblement modifiée en 
ce qui concerne le 2 e cas, n'est au fond qu'un cas parti- 
culier de la méthode générale de M. Guitel pour la dé- 
composition des polygones équivalents en éléments 
superposables, méthode que nous exposerons dans le 
paragraphe suivant. 

Décomposer un carré de côté C en n carrés égaux. 
— Le côté c d'un des n carrés élémentaires est donné 

C 

par l'expression — - - . On pourra donc former un rec- 

yn 
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tangle contenant n carrés et équivalent au carré donné; 
on se trouve ainsi ramené à la construction précédente. 





A\ r 



v y 



G' 



Étant donné, par exemple, le carré AEFG qu'il s'agit 
de décomposer en 3 carrés égaux, on détermine, soit 
numériquement, soit graphiquement, la valeur de Tex- 

\ F 

pression *—^y qui donne la hauteur du rectangle ABGD 

V3 
formé de 3 carrés égaux et équivalent à AEFG. 

En procédant comme il a été indiqué au 2 e cas, on 
est conduit à sectionner le rectangle ABGD suivant les 
droites AE', El et JK : on obtient ainsi 8 éléments qui, 
disposés autrement, forment un carré AE'F'G'. Nous 
avons reporté sur le carré AEFG la position de ces élé- 
ments qui, inversement, peuvent reproduire le rectan- 
gle ABGD formé de 3 carrés. 

III. Solution do M. Périmai (1875). — M. Perigal 
n'a en réalité traité que la question suivante : Convertir 
un carré en un rectanyte équivalent dont un côté est 
donné. Mais on peut aisément adapter sa très simple 
solution au problème ci-après auquel, nous venons de 
le voir, on peut ramener la question de composition et 
de décomposition des carrés. 
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Convertir un rectangle en un carre équivalent par une 
transposition d'éléments. — Soient ABCD le rectangle 
de côtés AB = 0, BC = b(a<b) et EAFG le carré 

équivalent de côté c = \^ab que nous juxtaposons à 
ABCD dé façon que le sommet A soit commun et que 
lescôtés AD et AF se trouvent sur une mèmedroite. Me- 
nons DE ; nous distinguerons deux cas, selon que la pa- 
rallèle à DE menée par C rencontre AD en un certain 
point L situé sur le segment AF ou sur le segment FD. 



l«r cas : L sur AF. 




Par A, C, F faisons passer des 
parallèles AI, CL et FP à DE. 
Divisons maintenant le pa- 
rallélogramme AICL en deux 
trapèzes par une parallèle quel- 
conque JK à AB ; prenons 
ensuite sur FP, FN = AJ et 
par N menons NO parallèle 
à EG. Le rectangle et le carré 
considérés sont alors divisés 
chacun en 4 éléments super- 
posables. 

En effet, les triangles sem- 
blables EAD et PAF donnent 



c b ,. , 

- = -; dou 

* c 



Al 



AP= -r=û = AB. 



On montrerait de la même façon que MG=a=CD; 
des triangles rectangles 1 et 1', 4 et 4' sont doncégaux. 
On voit aisément que les trapèzes 2 et 2', 3 et 3 ; sont 
respectivement égaux. 

La construction comporte une infinité de solutions, 
puisque la position de la droite JK est arbitraire. 

Le cas de figure que nous venons de considérer cor- 
respond h l'inégalité b < 4a. En effet, L étant sur AF, 
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on doit avoir AL < AF ; il en résulte AL -+- AF < 2AF r 
ou, puisque AF = EG = LD, AD < 2AF, c'est-à-dire 

b < 2\/âb et enfin b < la . 

2 e Cas: L sur FD. — On a ici b>ka. On ne peut 
plus alors mener la droite XK entre les deux parallèles 
AI et LC, et la construction précédente n'a plus lieu. 

M. Perigal n'a pas envisagé cette hypothèse, en sorte 
que la démonstration est incomplète, mais on peut la 
parfaire comme suit. 

On porte le côté AF du carré sur FD autant de fois 
qu'il est possible sans toutefois dépasser le point L. Par 
les points A, F, X..., L on mène à DE des parallèles, 
qu'on prolonge de manière à traverser le rectangle 
ABCD et le carré EAFG, puis par F, X... des parallèles, 
à AB. 
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Enfin on fait passer parallèlement à AB une droite- 
arbitraire JK qui divise en deux trapèzes le parallélo- 
gramme XQCL; on prend SN = CK, et on mène NO 
parallèle à EG. 

Dans le cas de figure représenté, on a ainsi divisé le 
rectangle ABCD et le carré EAFG en 6 triangles rec- 
tangles égaux entre eux et en 2 trapèzes ; chacun des 
triangles du rectangle est d'ailleurs égal à chacun des- 
triangles du carré comme ayant les angles égaux et un 
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côté égal AB = IF = ... = AP = PR... D'autre part, 
les trapèzes 7 et 7', par exemple, sont égaux, car ils ont 
les angles égaux, même hauteur et une base égale. 

Remarque. — La solution que nous venons d'expo- 
ser conduit à une construction plus rapide que celle de 
Montucla. Elle est aussi plus simple, car ici la con- 
struction du 1 er cas est utilisée tant qu'on a b < 4cr, tan- 
dis qu'avec la solution de Montucla on ne se trouve 
dans Icf 1 er cas que si b < 2a. 



Application. — 




Composer un carré de 3 carres égaux. 

— Xous n'avons qu'à 
appliquer ici la règle 
relative au 1 er cas. La 
figure est suffi samment 
claire pour nous dis- 
penser d'explications. 
Nous signalerons tou- 
tefois que nous avons 
fait passer la droite de 
division du parallélo- 
gramme AICL pari afin 
d'obtenir un plus petit 
nombre d'éléments. 



IV. Solution de M. de Coatpont (1877). — Décompo- 
ser un carré de côté C en n carrés égaux. — Soit 
n = 3; sur le côté BC du carré donné ABCD, portons 
une longueur BK égale au côté c d'un des 3 carrés, soit 

C / C \ 

égale à - - / -— pour n carrés j. 

y 3 Wn / 

Décrivons une circonférence ayant môme centre que 

le carré ABCD et un diamètre égal à c et menons les 

tangentes suivantes à cette circonférence : IP passant 
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par I milieu de KC, RS et Tl 




perpendiculaires à Il\ 
et NV parallèle à la 
même droite IP. Pre- 
nons enfin NU = IC 
et élevons les perpen- 
diculaires KL et ItQ à 
BC et AI) : le carré 
proposé se trouve alors 
décomposé en frag- 
ments qui, assemblés 
d'une autre manière, 
donneront un rec- 
tangle EF(JII formé de 
3 carrés égaux juxtaposés, le carré UTUS tracé en pre- 
mier lieu étant le carré central. 

On voit en effet aisément que les triangles 4 et 4', 
*> et 5', les trapèzes 6 et 6', 7 et 7' sont respectivement 
égaux; les éléments t, 2, 3 sont communs aux deux 
figures. 

Si n était supérieur à 3, on obtiendrait de la même 
façon la position du rectangle EF(iIl et on effectuerait 
sans difficulté la décomposition du carré. 

On peut obtenir une infinité de solutions autres que 
celle résultant delà construction précédente, en faisant 
glisser le rectangle EFGII parallèlement à lui-même 
de façon que le sommet E reste sur la droite BE ; les 
triangles et trapèzes qui ne sont pas communs au carré 
<?t au rectangle restent égaux entre eux. 

Coînposer un carré de n carré a égaux de côté c. — 
On détermine le côté C du carré cherché au moyen de 
la relation (] = c^n, et on opère comme au problème 
précédent. 

[iibliu(;rapiiik 

F. Woepcke. — Analyse et entrait* d'un recueil tle construction* géomé- 
triques d'AtwM Wafd. J*i Asiat., * scm. iftv>. 
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Ozanam, revu par M. de G. G . F. (Montixla). — Récréations mathéma- 
tiques et physiques, tome I. Paris 1778, in-8°. 

Henry Perigal. — Geometi irai dissections and transformations. Messenger 
of Mathem., 1873. 

Paul Busschop. — Problème de Géométrie. X lc Corresp. Math., 1876. 

de Coatpoxt. — Sur un problème de M. Busschop. N ,ta Gorresp. Math.» 
1877. 

S 3. — Décomposition de polygones équivalents en 

éléments superposables. 

L'objet de cette question est le suivant : Étant don- 
née une figure polygonale A, il s 9 agit de la décomposer 
en éléments qui, assemblés d'une autre façon, donnent 
une figure polygonale li de forme donnée et équivalente 
à la première. 

La possibilité de cette opération parait avoir été dé^ 
montrée pour la première fois par le savant hongrois 
Bolyai (1832-33); la décomposition effective (pour les 
polygones plans et sphériques) a été indiquée par un 
officier allemand, Gerwiex, en 1833, puis par divers 
auteurs. En nous limitant à ceux d'entre ces derniers 
dont nous avons pu consulter les travaux, nous cite- 
rons MM. Sévène (1867), Guitel, S. de la Campa, de 
Ceuta, Géràrd(1 895), Kllino Holst, de Christiania(t 896). 

Nous suivrons à peu près textuellement, sauf avis 
contraire, la méthode de M. Guitel qui nous paraît être 
la plus pratique dans l'application. 

I. Les figures A et B sont des parallélogrammes 

ayant une base commune 
B B C c et même hauteur. —Soient 

les parallélogrammes ABC l> 
et AB'C'D ; on peut distin- 
guer deux cas, suivant que 
A D B'C empiète ou non sur BC. 

l ep Cas. — On passe alors de la première figure à la se- 
conde en transportant le tri angle ABB' sur son égal DCC\ 
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2 e Cas. — On porto successivement sur le côté op- 
posé à la base commune AD, et à partir de B', des seg- 
ments égaux à B'C autant de fois qu'il est nécessaire 
pour que le dernier empiète sur le segment BC. Par 
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les points ainsi obtenus E, F,..., on mène des parallèles 
à CD. Le parallélogramme ABCD est alors décomposé 
en polygones qui peuvent reproduire AB'C'D. 

Portons en effet l'élément 1 (fîg. a) en CGE (ftg. b) ; 
puis le trapèze JIFE (fît/, b), composé des éléments 1 
et 2,en<JEB'H (fig. c) ; et enfin le trapèze AJEB'(/fy. c), 
composé des éléments 1, 2, 3, en DHB'C (fig. d): on 
obtient ainsi le parallélogramme AB'CD. 
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La construction des figures successives, que nous 
avons données simplement pour plus de clarté, serait 
bien entendu inutile dans la pratique ; la première, 
complétée, suffirait. 

Voici, pour le 2 e cas, la construction de M. Elling 
Holst. Soit E le point de rencontre des côtés CD et AB'; 
on porte DE sur AB et AE sur DC/ autant de fois qu'il 
est possible. Par les points ainsi obtenus, H, G, ...sur AB 
et H', F\ ... sur D<7, on mène des parallèles respective- 
ment aux côtés de ÀB'C'D et aux côtés de ABCD ; les 
polygones ainsi déterminés dans chaque parallélo- 
gramme sont égaux chacun à chacun. 




Avec la première construction, le nombre d'éléments 
est moindre, mais il y a lieu de remarquer qu'en grou- 
pant convenablement les éléments que nous obtenons 
ici, 1, 2 et 3, 4 et 5, 6, on retombe précisément sur les 
fragments donnés par l'autre solution. 

II. Les figures A et B sont des parallélogram- 
mes équivalents. — Soient les parallélogrammes équi- 
valents ABCD et A'BC'D'. Il est évident que le plus 
grand côté A'B' du second est plus grand que la plus 
petite hauteur du premier et peut être inscrit en AB' 
entre les deux bases AD et BC relatives à cette hauteur. 

Supposons donc A'B'C'D' placé en ABCD' et soient 
C", D" les points d'intersection de CD 7 avec BC et AD. 
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Le parallélogramme AB'C'D', qui est équivalent à 
A'B'C'D', est par conséquent aussi équivalent à ABCD. 




B r c c" A' 



*' 

* 



,-' 




Fig. a. 



ABCD et AB'C'D' ayant ïnéme hauteur, ont aussi même- 
base et AD" = AD ; ainsi DC passe par D. 

Nous avons donc pu inscrire les deux parallélo- 
grammes donnés l'un dans l'autre de sorte qu'ils aient 
un sommet commun A et que, pour chacun d'eux, un 
des côtés passant par A soit inscrit entre deux côtés 
opposés de l'autre parallélogramme. 

Cela étant, nous allons montrer comment on peut 
effectivement décomposer ABCD de manière à obtenir 
A'B'C'D' par un nouvel arrangement des éléments- 
Pour simplifier les figures, nous supposerons que nous- 
nous trouvons dans les conditions du 1 er cas, I. 

On passe d'abord de ABCD à AB'C'D en décou- 
pant ABB' et le portant en DCC (fig. b). On passe en- 
suite de A'B'C'D' (ou de AB'C'D 1 ) à AB'C'D en décou- 
pant ADD' et le portant en B'C'C (fig. c). , 

Superposons maintenant ces deux compositions de 
AB (7D (fig. d) et découpons cette dernière figure sui- 
vant B'C et CD : on obtient ainsi 4 fragments qui per- 
mettent de passer directement de ABCD à A'B'C'D'. 
Les fig. e et/ donnent la disposition présentée par ces 
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fragments pour former respectivement ABCD et 
A'B'C'D'. 




Fig. t. 




Fig. d. 



Remarques. — 1° On voit sur , 
la fig. a que les parallélo- 
grammes AB'C'D' et ABCD' 
ont une base commune AB' et 
que les bases opposées CD 
et CD" sont dirigées suivant 
une même droite. Ce résultat 
subsiste évidemmentfsi A' se trouve en un point de AD 

différent de A : 
B b'c C Je para i lélo . 

gramme qui sert 
de comparaison 
entre ABCD et 
A'B'C'D' se trou- 
ve alors reporté 
en A'B'C'D' 

(/ty. 9)- 

On étendrait 

«ans difficulté à ce cas de figure l^t décomposition que 

Fodrret. — Curiou. géom. 9 




A A r 



Fi g- 9- 



130 DES DÉFINITIONS ET DÉMONSTRATIONS GÉOMÉTRIQUES 

nous avons donnée sur les fig. b à/; nous en trouve- 
rons d'ailleurs une application dans la suite. 

2° Ainsi que nous lavions annoncé, on voit que la 
solution de Montucla (§ 2) pour convertir un rectangle 
en un carré équivalent n'est qu'un cas particulier de 
la construction que nous venons d'exposer pour trans- 
former un parallélogramme en un parallélogramme 
équivalent. 

III. Les figures À et B sont un triangle et un paral- 

lélogramme équivalents ayant 
même base. — Soient ABC et ÀDEC 
le triangle et le parallélogramme 
considérés. ParB, menons BG paral- 
lèle à AD : BG = AD = EC. Les tri- 
angles BGF et ADF, BGH et CEH 
sont respectivement égaux. 

On passera donc du triangle 
ABC au parallélogramme ADEC 
en portant BGF en ADF et BGH en CEH. 

IV. Les figures A et B sont un polygone quelcon- 
que et un parallélogramme équivalents. — Soit un 

poylgone ABCDE. .. X. Me- 
nons la diagonale AC. On 
peut convertir le triangle 
ABCen un parallélogramme 
équivalent IHCA (111) ayant 
un de ses côtés IA sur AX t 
puis ce dernier parallélo- 
gramme en un triangle JCA 

ayant également un côté J A 
sur AX ; pour cette dernière 

construction, si J est tel que IJ = AI et si K est le point 

de rencontre de III et CJ, il suffira de transporterie 

triangle KHC en K1J. 
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On a donc ainsi obtenu par une transposition d'élé- 
ments un polygone AJCDE... X équivalent au proposé 
et ayant un côté de moins. 

En opérant de proche en proche de là môme façon, 
on finira par obtenir un triangle que Ton pourra dé- 
composer en éléments reproduisant le parallélogramme 
donné B. 

V. Les figures A et B sont des polygones équi- 
valents. — On décompose les polygones AetB de manière 
à obtenir des parallélogrammes équivalents G et D ; 
on décompose ensuite C et D de manière à pouvoir 
passer de l'un à l'autre de ces parallélogrammes. Ces 
deux décompositions, superposées, déterminent les élé- 
ments qui permettent de passer directement de A à B. 

Applications. — En s'appuyant sur les principes pré- 
cédents, M. Guitel a imaginé plusieurs séries de casse- 
tête dont l'objet peut être énoncé ainsi : Etant donné 
une figure polygonale y former le carre équivalent par une 
transposition d'éléments. 

On commence par convertir la figure donnée en un 

parallélogramme ABCD, 

puis celui-ci en un second 

AB'C'D dont un côté serait 

celui du carré équivalent ; 

on décompose ensuite ce 

carré AB'C'D' en fragments 

qui puissent reproduire 

AB'C'D. Fin superposant 

ces deux compositions du 

parallélogramme AB'C'D, 

on le divise ainsi en un certain nombre d'éléments qui 

permettent de passer directement de la figure donnée 

au carré AB'C'D'. 
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On pourra avoir avantage, dans certains cas, à utili- 
ser la remarque 1° de II, pour diminuer le nombre de 
ces éléments. 

Nous donnons ci-après trois applications de la règle 
précédente, choisies parmi celles qui nous ont été obli- 
geamment communiquées par M. Gui tel. 

Sur nos figures, nous distinguons les lignes du po- 
lygone donné par des traits forts, celles du carré équi- 
valent par des traits fins, et enfin celles du parallélo- 
gramme de comparaison pardes traits fins interrompus. 

Composer un carré au moyen de 3 carrés donnés. — 
Juxtaposons les 3 carrés donnés de manière à former 
un rectangle ABCD (fig. à) ; inscrivons ensuite dans ce« 
rectangle le côté A'B' du carré équivalent de telle sorte 




y 






> 



y Fig. a. 



D" 




Fig. b. 



que B' coïncide avec le sommet supérieur de droite du 
second carré, afin d'avoir le nombre minimum d'élé- 
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méats (Si A'' se trouvait en A, la construction donne- 
rait 8 éléments au lieu do 7. Voir, § 2, solution de la 
môme question par le procédé de Montucla). 

On passe du rectangle ABCD au parallélogramme de 
comparaison A'B'C'D" (fig. à) en transportant ABB'A' 
en DCCD". On passe du carré A'B'C'D' au parallélo- 
gramme A'B'C'D" (fig. b) en portant (1,2 e cas) CD" de 
D" en F', menant la parallèle F'E' a AD', transportant 
le triangle DE F en CDD", puis le trapèze E'A'DF' 
en DB CD' ; D'E' (ou DC) vient se placer en GH. 




Fig. e. 
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Fig. d. 




En superposant les deux compositions ainsi obtenues 
pour A'B'C'D" (fig. c), on obtient 7 éléments qui per- 
mettent de passer directement de ABCD à A'B'C'D'. 

On voit (fig. d et é) quelle disposition il convient de 
donner à ces éléments pour former ABCD et A'B'C'D'. 

Convertir un hexagone régulier en un carré. — Divi- 
sons l'hexagone donné ABEFG1I en deux trapèzes iso- 
cèles que nous juxtaposons de manière k former un 
parallélogramme ABCD (fig. a). 
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On opère ensuite comme dans la question précédente. 




Fig. a. 
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S Fig- f - 
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Fig. d. 

Les figures ci-dessus nous paraissent suffisamment dé 
taillées pour que des explications soient inutiles. 
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Convertir en un carré la figure formée par deux car- 
B' Pc" r ^ s * n fya ux juxta- 

M s // \r\ / 7 P 0S éS' — Soient les 

deux carrés inégaux 
/Fig.o. A'MON et NB'PQ 
juxtaposés comme 
l'indique la fig. a. On 
sait, d'après le théo- 
rème de Pythagore, 
que A'B' est le côté 
du carré équivalent 
à la figure formée 
par les deux carrés. 
S étant le point de 
rencontre de MO et 
de A'B' {fig. a), on 
porte sur le prolon- 
gement de B'P 
c" PC = MS, et par C" 
7 on mène CD' paral- 
lèle à B' A' ; on voit ai- 

B' 





-' Fig. c. 
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Fig. rf. 




sèment que le parallélogramme A'B'C'D" est équivalent 
à la figure formée par les deux carrés : A'B'C'D" est 
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donG le parallélogramme de comparaison. On achève 
comme précédemment. 

Remarque. — La comparaison des figures d et e con- 
duit à une démonstration du théorème de Pythagore- 
peu différente de celle donnée sous le n° XII au Cha- 
pitre II (l re Partie). 

Questions diverses. — On a plusieurs triangles ABC r 

CBD, DBE, ... 

B ayant un sommet 
commun et des 
bases égales AC r 
CD, DE en ligne 
droite ; si fon 
mène par C,D, ... 
des parallèles aiur 
côtés passant par 
le sommet com- 
mun, on décom- 
pose chacun des 
triangles en éléments super posab les (Gerwien). 

Nous avons désigné sur la figure ci-dessus les parai- 
lèles à un côté et ce côté lui-môme par un même chif- 
fre romain, et les éléments superposables par le même 
chiffre arabe. Ces éléments sont tous égaux entre eux 
comme ayant leurs angles égaux et leurs côtés égaux 
(parallèles comprises entre parallèles équidistantes). 

Deux triangles ABC, ADC ont une base commune AC 
et des hauteurs égales ; on peut les décomposer en élé- 
ments superposables (Gerwien). 

Cette proposition est la base du procédé Gerwien pour 
la décomposition des polygones équivalents en éléments 
superposables. On distingue trois cas, suivant que BD 
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coupe AC entre A et C, ou au point C, ou extérieurement 
., à.AC. Nous ne traiterons ici 

que le 1 er cas, dont le 2 e est 
un cas limite ; quant au 3 e , 
nous le laisserons de côté en 
raison de la complication de 
la figure. 

Soit E le point de rencontre 
de BD et de AC ; on mène par 
ce point dans chaque triangle 
des parallèles aux côtés de 
l'autre triangle. Les triangles 
donnés se trouvent ainsi dé- 
composés en éléments superposables chacun à chacun. 
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§ 4.— Problème de Hart. 



Haut a posé en 1877 le problème suivant, qu'il n'a 
résolu que dans les cas particuliers de polygones cir- 
conscriptibles et inscriptibles : 

Étant donné deux polygones semblables, décomposer 
le plus grand de telle sorte quen disposant convenable- 
ment les éléments obtenus, on obtienne un troisième 
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polygone semblable aux deux autres et qui contienne le 
plus petit dans son intérieur. 

I. Polygones circonscriptibles. — Soient ABCD... 
(Jig. à) et A'B'C'D'... (fig. é) les deux polygones sem- 
blables, E, F, G, H,... et E', F', G', H', ... les points de 
contact des cercles inscrits dans ces polygones. Abais- 
sons de les perpendiculaires OE, OF, OG, OH, ... sur 
les côtés de ABCD... et désignons par m,n,p, q,... les 
distances des sommets A', B', CJ, D', .. . aux points de con- 
taclE\F',G',H',... 



Fig. û. Fig. b. Fig. r. 

Prenons maintenant sur OE extérieurement à ABCD. . . 
et sur OH intérieurement au même polygone (le qua- 
drilatère AEOH est l'homologue de A'E'O'H' où 
A'E' = A'H' — m) des longueurs Ea' et Ha égales à m. 
Faisons de même E6 = Fb' = n, Fc = Gc' = p, 
Gd=Hd' =q, ... Les triangles rectangles AHa et AEa\ 
BEi et BFA', . .. sont respectivement égaux ; il en résulte 
que la somme des aires des quadrilatères ombrés de la 
fig. a équivaut à l'aire ABCD... Nous allons montrer 
que ces quadrilatères disposés comme l'indique la fig. c 
forment un polygone AjFM'.D,..., semblable aux poly- 
gones donnés, et laissent entre eux un vide A"B"CD"... 
égala A'B'G'D'... 
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En effet, en premier lieu AfE^, B t F ft C ly ... (fig*c) 
sont des lignes droites, car les triangles AEa' et BE6 
par' exemple (fig. à) sont semblables comme ayant un 
angle égal en E compris entre côtés proportion- 

ÀF PR ■ 

nels — = — : il en résulte que les angles Aa'O et 

BbO sont supplémentaires, et que A^ et E t B, (Jig. c) 
forment une ligne droite. 
En second lieu, le polygone A^C^Di... est sembla- 

ble aux deux autres, car on a déjà Aj = A, B, = B, ... 
et on trouve aisément par des considérations de simili- 
tude, que 

Atf'+BA M' -h Ce A,B, B,C 1 _ 

■ ■ ■ - - ■ ■ ■ — ■ rz^ • • • OU — — ~ — — • • • 

AB BC AB BC 

Enfin A'B'CD'... est égal à ABCD'..., car on a par 

exemple A" = A comme supplémentaires du môme an- 
gle E,A'H t (Jig. c) ou EOH (fig. a), et on voit que A'B" 
(fig. c) est égal (fig. à)ha'b= m-hn = A'B' (fig. b). 

Le polygone A^C^... est aussi circonscriptible, et 
les points E,, F f , G,, H t , ... sont les points de contact 
du cercle inscrit. . 

La construction n'est possible que si le plus grand 
A'E' ou AIT des segments déterminés sur les côtés de 
A'B'C'D'... parles points de contact du cercle inscrit 
à ce polygone est inférieur au rayon du cercle inscrit 
au polygone ABCD... . 

II. Polygones inscriplibles. — Soient ABCD..- et 
A'B'C'D'... les deux polygones donnés, E, F, G, H, .•. et 
E',F',G',H',... les milieux des côtés, le centre du cercle 
circonscrit à ABCD... : les droites OE, OF, OG, OH, ... 
sont, comme on sait, perpendiculaires sur les côtés de 
ABCD.... Prenons sur ces perpendiculaires, de part et 
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d'autre de E, F, ... , des longueurs Ea' = Eo, FA = FA ' , . 
égales respectivement à la moitié de A'B', de B'C, ... 



Fiji. «■ fil!. *■ Fie. e. 

Les triangles rectangles AEa' et BE«, BFA' et CFA, 
... sont respectivement égaux, et les quadrilatères om- 
brés de la lig. a, disposés comme îlest indiqué à la tig. c, 
forment un polygone A.B^.D,... semblable aux poly- 
gones donnés, et laissent entre eux un vide A"B"Ç"D". . . 
égal au polygoneA'BT/D'... Le polygone A,B,C,D,...esl 
inscriptible et E,, F,, fi,, H,, ... sont les milieux de ses 
côtés. La démonstration est absolument analogue à 
celle de la question précédente. 

La construction n'est possible que si la longueur de 
chaque perpendiculaire abaissée de sur les milieux 
des cotés de ABCD... est supérieureà la moitié du côté 
correspondant de A'B'C'D'... 



CHAPITRE IV 



PARALOGISMES GÉOMÉTRIQUES 



Nousavons vu(Introd m §2)quelegrand géomètre grec 
Euclide (3 e s. av. J.-C.) avait composé un ouvrage inti- 
tulé les Pseudaria, où il avait exposé les divers genres 
de faux raisonnements auxquels peut être conduit un 
débutant en géométrie. Cet ouvrage ne nous est pas 
parvenu. 

Les questions qui suivent, et qui sont vraisemblable- 
ment de même nature que -celles traitées par le savant 
-alexandrin, ont pour but de montrer que cette œuvre 
d'Euclide n'était pas sans utilité et qu'il est bon de met- 
tre les commençants en garde contre des constructions 
ou des raisonnement hâtifs. 



§ 1. — Fautes de construction. 

On a souvent défini la géométrie d'une manière hu- 
moristique en disant qu'elle était « l'art de raisonner 
sur des figures inexactes». Les paralogismes suivants 
vont nous prouver qu'il ne convient pas de prendre 
cette définition à la lettre et qu'une démonstration dont 
les déductions successives sont rigoureuses, mais qui 
«st établie en utilisant une figure erronée, peut conduire 
k une conclusion absurde. 
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Il est donc avantageux, dans la recherche de la solu- 
tion d'une question, d'exécuter aussi exactement que 
possible les tracés géométriques ; cette façon de procé- 
der présente encore cet intérêt qu'elle permet souvent 
de découvrir entre les lignes de la figure des relations 
restées sans cela inaperçues. 

1. Par un point pris hors d'une droite, on peut 
mener deux perpendiculaires à cette droite. — Soient 

en effet deux circonfé- 
rences et 0' qui se 
coupent en B et C et que 
nous supposons tracées 
à la main, de même que 
toutes les lignes de la 
fig. ci-conlre. Tirons les 
droites BO et BO' et pro- 
longeons-les. jusqu'aux 
points de rencontre A et A' avec les circonférences. 
Menons enfin la droile AA' qui rencontre respectivement 
en C, et Q les arcs BDC et BD'C. 

Or les angles BCjA et BCÎA' sont inscrits chacun 
dans une demi-circonférence et sont par conséquent 
droits. Nous avons ainsi mené par B deux perpendicu- 
laires BCj et BQ à la droite AA 7 . 

Réfutation. — L'erreur commise provient de ce que 

la droite AA' passe en réa- 
lité par le point d'inter- 
section (' des deux circon- 
férences, comme il est aisé 
de le constater en traçant 
la figure avec la règle et 
le compas. Nous allons 
montrer par le raisonne- 
ment qu'il doit bien en ôtre ainsi. Il en résultera que BG 
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est Tunique perpendiculaire pouvant être abaissée de B 
sur AA'. 

Joignons en effet A et A' à C ; les angles ACB et 
A'CB sont droits comme inscrits dans une demi-circon- 
férence et leur somme est égale à deux droits. Par suite 
ACA' est une ligne droite. Ainsi la droite déterminée 
par les points A et A\ et qui est unique, passe par C. 

II, Un angle obtus est égal à un angle droit 

(MathesiSj 1892, p. 161. — Éducation mathématique 

des 1 er octobre 1898 et 15 juillet 
1906). — Considérons un qua- 
drilatère ABCD dont un angle 
C est droit, un angle D obtus 
et dont les côtés opposés BG et 
AD sont égaux. Elevons des per- 
pendiculaires sur les milieux E 
et F de AB et CD ; ces perpen- 
diculaires ne peuvent être pa- 
rallèles, car si elles Tétaient, AB et CD le seraient aussi, 
B serait droit et AD = BC devrait se confondre avec 
la perpendiculaire abaissée de D sur AB: D serait alors 
droit, contrairement à l'hypothèse. Les perpendiculaires 
en K et F se rencontrent par suite en un certain point I. 
On ne peut faire que les deux hypothèses suivantes : 
I est intérieur ou I est extérieur à ABCD. 

1° Supposons d'abord I intérieur à ABCD (fig. à). 
Joignons ce point aux quatre sommets. Les triangles 
AID etBIC sont égaux comme ayant les trois côtés 
égaux chacun à chacun ; donc 

ADÎ=6cT. 

Si à chacun de ces deux angles on ajoute un même 

angle Ï1)Ï = I ? CÏ; on a 

angle obtus D = angle droit C. 




Fig. a. 
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2° Supposons maintenant I extérieur à ABCD 

(Jig. b). Joi- 
gnons de 
même I aux 
quatre som- 
mets. On voit 
comme ci- 
dessus que 

adi=6cï: 

Si de cha- 
retranche un même angle 




Fig. b. 

cun de ces angles on 
FD1 = PCI, on a encore 



D = C. 

Réfutation. — Il nous suffit de montrer que le point 
I, intersection des perpendiculaires en E et F, est du côté 
de AD où ne se trouve pas BC. Nous aurons ainsi 
prouvé: pour le cas 1°, qu'il est impossible que I soit 
placé à l'intérieur de ABCD ; et pour le cas 2°, que I 
doit se trouver sur la perpendiculaire en F, non pas 
entre F et le point G où AD rencontre cette perpendi- 
culaire comme le suppose implicitement la fig. A, mais 
au delà de G. En ce qui concerne plus particulièrement 
ce dernier cas, le triangle AID se trouve alors retourné 

par rapport à la droite AD, et le fait de retrancher FD1 

de ADI, qui a servi de base au raisonnement, n'a plus^ 
aucune signification. 

Pour démontrer la proposition annoncée, portons 
(fig. c) sur la perpendiculaire en D à AD, du côté op- 
posé à BC, une longueur DC = DC ; soit le point de 
rencontre des perpendiculaires élevées sur les milieux 
F et F' de DC et DC : est le centre du cercle passant 
par C, D et C. Si Ton fait tourner la figure BCD au- 
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tour de de façon que C vienne en D, BCD viendra 

enADC'(par 
B c hypothèse 

AD=BC).B 
venant en A, 
OB = OA,et 
la perpendi- 
culaire éle- 
vée sur le 
milieu E de 
AB passe par 
0. Ainsi le 
point 0, intersection des perpendiculaires élevées sur 
les milieux de AB et CD, n'est autre que le point I des 
fig. a et b. Or, le point se trouvant sur la perpendi- 
culaire au milieu F 7 de DC, OF' est parallèle à AD et 
se trouve du côté de AD où n'est pas C. Donc et C 
sont de part et d'autre de AD. 

Remarque. — La construction qui fait l'objet de la 

question précédente est parfois 
présentée comme suit. Soit A'BCD 
un rectangle ; on mène par un 
des sommets D une droite ar- 
bitraire sur laquelle on porte 
DA = DA'. On élève ensuite dès 
perpendiculaires sur les milieux 
E et F de AB et DC. 

Les deux procédés sont donc 
au fond absolument identiques, 

mais rhypothèse dont nous sommes partis est un peu 

plus simple. 




Fi*, d 



III. Tous les triangles sont isocèles (Mathesis, 
1893). — Soit ABC un triangle quelconque. Menons 

Fourrey. — Carias, fféom. 10 
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la bissectrice BI de l'angle B et élevons une perpen- 
diculaire sur le milieu D du côté opposé AC. 

Si les deux droites ne se rencontrent pas, elles 

sont parallèles, la bissectrice BI est 
perpendiculaire à AC et le triangle 
est isocèle. 

Si elles se rencontrent en un 
certain point 1, on ne peut faire 
que deux hypothèses : I est inté- 
rieur ou I est extérieur au triangle 
ABC. Nous allons montrer que 
dans ces deux cas le triangle est encore isocèle. 

1° Supposons d'abord I intérieur à ABC et abaissons 
de I les perpendiculaires IE, IF à AB et BC (fig. d)\ 
tirons IA, IC. Les deux triangles rectangles BIE et BIF 
sont égaux comme ayant le côté BI commun et les 
angles en B égaux ; donc BE = BF. Les deux triangles 
rectangles AIE, GIF sont aussi égaux comme ayant les 
hypoténuses égales I A = IC et les côtés IE = IF égaux ; 
donc AE = CF. Par suite, en ajoutant aux longueurs 

égales BE et BFdes segments 
B égaux AE et CF , on obtient des 

sommes égales BA et BC. Le 
triangle ABC est donc iso- 
cèle. 

2° Supposons maintenant 
I extérieur au triangle 
(fig. b); abaissons IE, IF 
perpendiculaires sur AB et 
Fig. b. BC et tirons AI, IC. On* 

verrait comme ci-dessus que 
les triangles BIE et BIF, AIE et CIE sont respective- 
ment égaux; d'où BE = BF et AE = CE. Par suite, en 
retranchant de BE et de BIJ-rfes segments égaux AE et 
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CF, les restes obtenus BA et BC seront encore égaux ; 
ainsi BA== BC et le triangle ABC est isocèle. 

Réfutation. — L'erreur commise provient: pour le cas 
1°., de ce que le point I ne peut être situé à l'intérieur 
de ABC; pour le cas 2°, de ce que, en supposant F 
placé sur le prolongement de BC (fig. b), E doit se trou- 
ver entre A et B et non pas sur le prolongement de 
BA ; la démonstration précédente est alors en défaut. 

1° Le point I ne peut se trouver à l'intérieur de 

ABC. Circonscrivons en effet 
(fig. c) un cercle au triangle 
ABC ; la bissectrice de B et la 
perpendiculaire élevée sur le 
milieu D de AC se rencontrent 
au point I, milieu de Tare AIC ; 
ce point I est donc nécessai- 
rement extérieur au triangle. 

2° F étant sur le pro- 
longement de BC, E doit se 
trouver entre A et B. En effet, il résulte de l'hypothèse 
faite que BCTest obtus. Or BCl et BAf étant supplémen- 
taires, BAI est aigu ; dès lors, le pied E de la perpendi- 
culaire abaissée de I sur AB doit tomber entre A et B. 




§ 2. — Fautes de raisonnement* 

Les démonstrations ne doivent être basées que sur 
des définitions précises. Pascal nous enseigne (De l'Es- 
prit géométrique) à « substituer toujours mentalement 
les définitions à la place des définis, pour ne pas se 
tromper par l'équivoque des termes que les définitions 
ont restreints ». 

11 convient d'autre part de n'exécuter sur les nom- 
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bres que dos opérations permises, et à cet égard on doit 
savoir retrouver, sous les apparences d'une logique 
inattaquable, le point faible d'un calcul qui a conduit à 
un résultat absurde. 

Les exemples qui vont suivre mettront en évidence 
toute l'importance de ces remarques. 

I. Dans un triangle quelconque, l'un des côtés* 

est égal à la somme des deux 
autres. — Soient ABC le triangle 
considéré et D, E, F les milieux 
de ses côtés. Tirons les droites DF, 

FE. On sait que DF = -2p = BE, 

FE = — = DB. Ainsi la Ion- 
2 

gueur de la ligne brisée ABC est la môme que celle 

de la ligne brisée ADFEC. 

Si Ton prend maintenant les milieux G, H, I et J, K, L 

des côtés des deux triangles ADF et FEC, on montre de 

la même façon que 

lig. bris. AGHIFJKLC = lig. br. ADFEC = lig. br. ABC. 

En continuant ainsi indéfiniment, on voit que les 
lignes brisées successivement formées ont toutes pour 
longueur AB + BC Or la longueur des segments con- 
stituant les lignes va constamment en diminuant, leurs 
sommets se rapprochent de plus en plus de AC et à 
la limite, le périmètre des lignes brisées finit par se con- 
fondre avec AC Donc AB + BC = AC. 

Réfutation. — La conclusion précédente est basée sur 
une fausse interprétation du terme «limite», dont la 
définition précise est la suivante: Une grandeur variable 
L a pour limite une grandeur fixe A lorsque la diffé- 
rence entre L et A peut devenir et rester moindre que 



\ 
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toute quantité donnée à l'avance, aussi petite qu'elle 
soit. 

Les grandeurs L et A sont ici respectivement le pé- 
rimètre des lignes brisées et la longueur du cOté AC. 
Mais L est constant et non variable, et la différence 
entre L et A est également constante. On ne se trouve 
donc plus du tout dans les conditions de la définition 
précédente, et il n'est alors pas surprenant que nous 
soyons arrivés à un résultat absurde. 

Remarque. — On peut être tenté de voir quelque ana- 
logie entre le paralogisme précédent et la définition de 
la longueur d'un arc de cercle. « La longueur d'un arc 
de cercle est la limite vers laquelle tend le périmètre* 
d'une ligne brisée inscrite dans cet arc lorsque les cô- 
tés de cette ligne tendent vers zéro», ce qu'on ex- 
prime encore en disant d'une façon abrégée « qu'à la 
limite, la ligne brisée et l'arc se confondent ». 

Mais dans ce dernier cas, le périmètre de la ligne bri- 
sée est une quantité variable, telle que sa différence 
avec la longueur de Tare devient aussi petite qu'on 
veut; on se trouve donc dans les conditions requises 
par la définition de la limite. 

II. La circonférence d'un cercle est égale à son 

diamètre. — Soit un cercle 
de centre et de diamètre 
AB = D. Décrivons sur OA 
et OB comme diamètres 
deux circonférences de cen- 
tres C et D ; la somme des 
longueursdescirconférences 

sera — + — = ^D, c est-à- 
dire égale à la longueur de la circonférence primitive. 
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Décrivons de môme sur AC, CO, DO et DB, quatre 
circonférences dont le diamètre sera — et dontla somme 

des longueurs sera 4 x ~— c'est-à-dire encore xD. 

4 

Si l'on continue ainsi indéfiniment, les longueurs des 

circonférences de chaque groupe ont toujours pour 

somme la longueur de la circonférence ; mais leur 

diamètre diminuant constamment, ces circonférences 

se confondront à la limite avec AB et on aura 

circonf. = diam. AB. 

Réfutation. — On prouvera la fausseté de ce raisonne- 
ment comme dans la question précédente. 

III. — Une portion de segment rectiligne est égale 

au segment entier, ou en- 
core : La partie est égale au 
tout ((? Coccoz. Illustration 
du 12 janvier 1895). — Soit 
ABC un triangle quelconque 

où B est supposé être le 
plus grand angle. Menons 
la droite BD de telle sorte 
que (!§D = A et abaissons sur AC la perpendicu- 
laire BE. Les deux triangles équiangles ABC et BDC 
donnent 

ABC_ÂB 2 
BDC" 




BD 



En outre, les deux triangles, ayant môme hauteur BE, 
sont entre eux comme leurs bases AC et DC ; on a 

donc 

ABC _ A C 
BDC D(V 
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On déduit des deux relations précédentes 



™=™. (1) 

AC DC v ' 

D'autre part, un théorème connu nous permet d'écrire 



AB = AC + BC — 2AC x EC, (tri. ABC) 
BD* = DC* + BC* — 2DC x EC. (tri. BDC) 

Portant ces valeurs dans (1), il vient 



AC +BC — 2ACxEC PC + BC — 2DCxEC 

AC '"" DC 

En simplifiant, on trouve successivement 



AC + 5|=DC + ^ 



■V C C- DC =DÏ- A< " 
et enfin 

(BC* — AÇ x DC) DC = (BC* — AC x DC) AC. (2) 

En divisant les deux membres par BC — AC X DC, 
il vient DC=AC, c'est-à-dire que la nortion DC du 
segment AC est égale au segment entier. 

Réfutation. — Il suffit d'observer que dans la rela- 

o 

m 

tion (2), la quantité BC — ACx DC est nulle, puisque 
les triangles semblables considérés précédemment don- 

, BC AC 

nent DC = BC 

Or, on sait qu'on peut diviser les deux membres 
d'une égalité par une même quantité, mais sous la con- 
dition expresse que cette derniÊre soit différente de 
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zéro. L'absurdité à laquelle nous sommes arrivés pro- 
vient donc de ce fait que nous avons divisé les deux 
membres de (2) par une quantité nulle. 

On peut encore remarquer que (2) peut se mettre sous 
la forme 

(BC 2 — AC x DC) (AC — DC) = . 

Quels que soient AC et DC, la relation (2) est toujours 
satisfaite puisque le premier facteur est constamment 
égal à zéro. Il île suit donc nullement de cette relation 
qu'on doive avoir AC — DC = ou AC "= DC. 



DEUXIÈME PARTIE 



LA GÉOMÉTRIE DE MESURE 



CHAPITRE I 

I 

LES ANCÊTRES DE NOS INSTRUMENTS DE DESSIN 

ET DE TOPOGRAPHIE 



§ 1. — Dessin. 

La règle. — L'emploi de la règle dans les tracés 
remonte à un temps immémorial. Les dessins qui figurent 
au Manuel égyptien d'Ahmès (Introd., §1) sont tracés 
à la règle par une main, il est vrai, inhabile. 

Au temps de Vitruve (1 er s.), les charpentiers em- 
ployaient déjà un cordeau enduit de rouge, de blanc 
ou de noir pour le tracé des lignes droites. 

Le compas. — Dans les productions de l'art primi- 
tif qui nous sont parvenues, les cercles sont toujours 
tracés à la main; le Manuel égyptien d'Ahmès nous 
montre un cercle inscrit dans un carré; mais la figure 
est grossièrement faite et on reconnaîtrait plutôt un 
heptagone qu'un cercle sans le texte qui accompagne 
le dessin. 

Cependant, la division de la circonférence en 4, 6, 
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8 ou 12 parties égales, qu'on rencontre assez fréquem- 
ment dans l'ornementation chez les Egyptiens; la divi- 
sion sexagésimale de la circonférence, vraisemblable- 
ment imaginée par les Chaldéens, laissent supposer 
que ces anciens peuples ont connu une sorte de compas. 
D'autre part, si nous en croyons divers auteurs de 
l'antiquité, l'invention du compas serait due à un neveu 
de Dédale, Perdis. « Le premier, il unit Tune à l'autre 
par un lien commun deux branches d'acier, de sorte 
que, toujours séparées par la même distance, l'une 
reste immobile et l'autre décrit un cercle » (Ovide, 
Métamorphoses). Jaloux de son neveu, Dédale le préci- 
pite du haut de la citadelle consacrée à Minerve, mais 
la déesse change l'enfant en perdrix. Une autre version 
attribue l'invention à Dédale lui-même. 

Quoi qu'il en soit, les Grecs et les Romains se sont 

certainementservisdeno- 
tre compas, qu'on trouve 
représenté sur les tom- 
beaux et dont certains 
échantillons sont parve- 
nus jusqu'à nous. Les 
fig. a et A en donnent des 
exemples. Le premier 
type est identique à notre compas actuel de charpen- 
tier ; le second, qui ne pouvait servir que pour prendre 

une mesure souvent répétée, est 
formé de deux branches montées 
sur un axe et dont les têtes se su- 
perposent; les deux branches étant 
placées dans la position correspon- 
dant à la mesure prise, on venait 
les y fixer par la pression d'une 
cheville de bronze engagée dans 






Fig. a. 



Fig. 6. 



Compas. 




Fig. c. 
Compas de calibre. 



une ouverture de l'axe. 
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La figure c montre des compas de calibre : le premier, 
représenté sur un monument funéraire, servait 

Xplus particulièrement à la mesure des 
distances sur Jes surfaces courbes ; le se- 
cond, à extrémités courbées de manière à 
pouvoir pénétrer dans les creux, a été re- 
trouvé dans une maison de Pompéi que 
Fig. d. l' on suppose avoir été celle d'un sculpteur. 
Compas Dans celte dernière maison, on a égale- 
dc réduction. ment trouyé rinstrument reproduit ci- 
contre (fig. d) et qui n'est autre chose que notre compas 
actuel de réduction. 

L'équerre. — S'il faut en croire Pline l'Ancien (Livre 
VII,Chap. LVI), l'équerre aurait été inventée par Théo- 
dore de Samos, architecte du temple d'Ephèse. Il est plus 
vraisemblable d'admettre que son emploi remonte à 
l'antiquité la plus reculée. . 

Chez les Egyptiens, l'équerre se désignait par le terme 

hapt, qui est le sens primitif du syllabique fj^ ou hap 

ayant 4a forme de l'équerre. Aussi leurs documents 
la nomment-ils assez souvent et on y voit les rois eux- 
mêmes tenir l'équerre en main. On a conservé un tableau 
mural représentant un atelier de menuisier où l'équerre 
figure sous forme de deux branches à angle droit. 

Les Grecs et les Romains ont d'autre part connu 
Péquerre sous la forme triangulaire employée aujour- 
d'hui pour le dessin. 

Le rapporteur. — Cet instrument ne paraît pas 
avoir été connu dans l'Antiquité et au Moyen âge, et ce 
fait n'a rien qui doive surprendre. Jusqu'à la Renais- 
sance, en effet, les arpenteurs ne semblent pas s'être 
servis des angles d'une façon régulière dans leurs rele- 
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véssurle terrain; le besoin du rapporteur, qui permet 
précisément le report des angles sur papier, ne se faisait 
donc pas sentir. 

On trouve le nom et l'appareil mentionnés d'une 
façon explicite, pour la première fois sans doute, dans 
un ouvrage de Philippe Danfrie (1597) où l'auteur 
décrit un instrument dont il est l'inventeur. C'est le 
graphomètre, auquel est adjoint un rapporteur pour le 
report des angles; ce rapporteur, en forme de demi- 
couronne circulaire, est muni d'une règle graduée mobile 
autour du centre. 

L'échelle de réduction des Chaldéens. — L'emploi 
des échelles de réduction était familier aux Chaldéens. 




D E F C 

Règle de Goudea. — Restitution (tiers de la grandeur). 



Les fouilles que M. de Sarzec a exécutées à Tello 
(Mésopotamie), de 1881 à 1888, ont mis à jour deux 
statues de diorite poli du patési Goi;dea, un des chefs 
de la classe sacerdotale de laChaldée auxquels on doit 
la construction d'admirables monuments. Ces statues, 
qui sont au musée du Louvre, remonteraient à 3 000 ans 
avant notre ère. Sur l'une d'elles, connue sous le nom 
d'architecte au plan, Goudea tient sur ses genoux une 
tablette où figure le plan d'une fortification accompagné 
d'une règle divisée en partie détruite. Sur l'autre, 
qu'on désigne sous le nom d'architecte à là règle, le 
chefchaldéen tient une tablette où se trouvent repré- 
sentés un style à dessiner ou à écrire et une règle divi- 
sée à peu près complète ; celle-ci a une section 
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transversale triangulaire et sa forme rappelle celle de 
nos doubles décimètres. 

Sa longueur, de 265 millimètres pour la partie gra- 
duée, correspond à la demi-coudée assyrienne ; cette 
longueur est divisée en 16 parties égales. Sur l'un des 
bords, AB, cinq des divisions primitives prises de deux 
en deux, sans doute pour éviter la confusion, sont par- 
tagées successivement en 6, 5, 4, 3 et 2 parties égales ; 
sur l'autre bord, DC, les tiers de division sont subdi- 
visés en 3 parties (E) et en 4 (F). 

On pouvait ainsi obtenir les fractions suivantes de la 
demi-coudée : 

111 1111 1 



16x2- 32' 16x3 48' 16x4 64' 16x5 80* 
111111 



16x6 96 16x3x3 144 16x3x4 192 

Il était donc possible d'effectuer des mesures de lon- 
gueurs réelles au moyen de cette règle, comme nous 
le faisons aujourd'hui avec le double décimètre. Mais il 
est égale ment très probable que, de mêmeque ce dernier, 
elle était surtout employée comme échelle de réduction. 
Son voisinage sur la statue de Goudea avec le plan à 
petite échelle d'un édifice ne peut être en effet fortuit 
et il doit exister une relation entre la graduation et le 
rapport des dimensions réelles aux dimensions figurées 
de l'édifice. M. Dieulafoy a établi que le coefficient de 
réduction de cette règle est 1/2304 et que ses divisions 
et subdivisions sont proportionnelles à des multiples 
du pied et de la coudée, mesures linéaires employées 
par les Chaldéens. 

• 

I^e compas de proportion. — Cet instrument cé- 
lèbre, qu'il ne faut pas confondre avec notre compas 
actuel de réduction, paraît avoir été imaginé vers la fin 
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du 16 e siècle par Guidalbo del Monte, qui en fît construire 
un exemplaire à Urbain. 

Il fut ensuite perfectionné par Galilée, qui publia en 

1606 un opuscule 
spécialen italien sur 
ce sujet : Le Opera- 
zioni del Compasso 
geometrico e mili- 
tare. Un ennemi du 
grand savant, qui 
se cachait sous le 
pseudonyme de Bal- 
thasar Capra, faisait 
paraître un an plus 
tard, en latin, un 
ouvrage sur le com- 
pas de proportion 
qui n'était qu'une 
mauvaise copie de 
l'œuvre de Galilée ; 
celui-ci, dans une 
réplique restée fa- 
meuse, n'eut pas de 
peine à confondre 
son ignorant adver- 
saire. 

Quoi qu'il en soit, 
l'instrument acquit 
en peu de temps 
une très grande vo- 
gue ; les nombreuses traductions ou imitations de l'ou- 
vrage de Galilée parues dans le cours du 17 e siècle ne 
laissent aucun doute sur ce point. Des méthodes de 
calcul plus rapides ou plus précises en firent ensuite 
cesser l'emploi, et le compas de proportion est tombé 




Compas de proportion. 
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de nos jours dans un oubli complet ; à notre avis, on 
pourrait cependant s'en servir encore avec avantage 
pour le dessin. 

Le compas de proportion se compose essentiellement 
de deux branches aplaties en cuivre sur les faces des- 
quelles sont tracés divers rayons égaux ou lignes divi- 
sées OAet OA', OB et OB', OC et OC, ... qui sont iden- 
tiques deux à deux. Dans une des combinaisons les plus 
adoptées, on faisait figurer la ligne des parties égales 
(OA et OA% la ligne des plans (OB et OB'), la ligne des 
solides (OC et OC) sur une face du compas (celle 
représentée ci-contre), puis la ligne des cordes(OD et OD') 
et la ligne des polygones (OE et OE') sur l'autre faceQ. 

Le compas de Guidalbo del Monte qe devait com- 
prendre que les lignes des parties égales et des poly- 
gones. 

Le compas de Galilée comportait, en plus des 5 lignes 
mentionnées ci-dessus, la ligne des métaux qui per- 
mettait de résoudre divers problèmes relatifs à la densité 
des métaux, et une ligne particulière pour déterminer 
le côté d'un carré égal à un segment de cercle. Il 
pouvait être aussi employé à la résolution des problèmes 
d'arpentage-; à cet effet, Galilée avait adjoint à l'ins- 
trument des pinnules, un quadrant divisé et un fil à 
plomb afin de pouvoir opérer comme avec le quadrant 
géométrique (Voir § 5). Mais cette extension des usages 
du compas de proportion ne s'est pas généralisée. 

Signalons enfin que le savant italien appelait respec- 
tivement lignes arithmétique, géométrique et stéréome- 
trique les lignes des parties égales, des plans et des so- 
lides. 



(*) 11 nous a paru inutile de représenter l'autre face du compas avec 
les deux lignes des* cordes et des polygones. Enfin, pour plus de clarté, 
nous avons, sur la figure ci-contre, supprimé les subdivisions des 
lignes. 
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Nous allons maintenant indiquer le mode de division 
des cinq lignes énumérées précédemment et l'emploi 
qu'on peut en faire dans la construction des problèmes 
de géométrie. 

Ligne des parties égales (OA, OA'). — Les rayons OA 
et OA' sont divisés en un môme nombre de parties 
égales, 200 par exemple ; pour plus de commodité, la 
longueur OA est prise égale à une mesure linéaire (sur 
la figure 10 centimètres). 

S'il s'agit de diviser une droite MM' en un certain 

nombre de parties égales, 5 par exem- 
o pie, on prend la distance MM' à l'aide 

A du compas à pointes sèches, on place 

Tune des pointes du compas sur la 
branche OA en une division qui soit 
un multiple de 5, par exemple 200, et 
on rapproche la branche OA' jusqu'à 
ce que l'autre pointe du compas tombe 
A A sur la môme division 200 ,de OA'. 11 

ne reste plus qu'à mesurer l'inter- 
valle NN' existant entre les divisions -— = 40 de OA 

5 

et OA' pour avoir la 5 e partie de MM'. 

Supposons maintenant qu'on ait à diviser une droite 
MM 7 en segments proportionnels à deux nombres donnés, 
5 et 9 par exemple. On ouvre le compas de proportion 
de sorte que la distance entre les points 50 + 90 = 140 
de OA et OA' soit égale à MM 7 ; la distance NN' des 
points 50 de OA et OA' est un des segments cherchés, 

MM 7 OM U0 

car on a = = » 

NX ON 50 

^ MM' — NN' 140 — 50 9 

d0U — NX- - = -"50— =5' 
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Si Ton avait à diviser la droite en segments propor- 
tionnels à des droites p et q y on por- 
terait/? de en N et N', puis q de N 
en M et de N' en M' ; on ouvrirait le 
compas jusqu'à ce que la distance 
entre M et M' fût égale à la droite 
donnée et on achèverait comme ci- 
dessus. 

Ligne des plans (OB, OB'). — Sup- 
posons qu'un nombre entier, de pré- 
férence carré parfait, 64 = 8* par 

OB 

exemple, soit inscrit en B. Posons d = — , et écrivons 

8 
les nombres 5, 10, 20, 30, . . . , 60 à des distances de 

égales à d\/ï y d\/ÏQ, rfy/2Ô, ds/âô,..., d\/&Ô; 
les subdivisions sont faciles à déterminer, puisque le 

nombre n correspond à la distance d\n. 

Soit à trouver un triangle semblable à un triangle 

donné et dont Caire en soit les 3/5. 

On ouvre le compas de proportion 
de sorte que la distance entre les 
points 50 de OB et OB' soit égale à 
un côté MM 7 du triangle donné ; le 
côté homologue NN' du triangle 
cherché est égal à la distance des 
points 30 de OB et OB'. Le rapport 
des aires des deux triangles serait 
bien en effet de 




NN' ON d*x30 3 



MM' OM rf*x50 5 

Soit maintenant à trouver la moyenne proportionnelle 
entre deux segments donnés p et q. 

Four re y. — Curios. géom. H 
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On porte p et q sur la ligne des parties égales et on 

trouve par exemple que ces deux seg- 
ments correspondent respectivement 
à 34 et 45 divisions ; on a donc 

£_34 
q 45' 
On ouvre maintenant le compas 
de proportion de sorte que la distance 
MM' entre les points 45 des lignes 
des plans OB et OB' soit égale à q ; 
la moyenne proportionnelle cherchée 
est alors la distance NN' existant entre les points 34 des 
mêmes lignes. On a en effet successivement 





NN' 
MM' 



MaisMM' = y, ^ = ^î 

1 4b q 



* 



d'où NN' =MM' x 



34 
45 



donc NN' =q 9 X 



IL — 



pq. 



Ligne des solides (OC, OC). — Supposons qu un 
nombre entier, de préférence cube parfait, 64 = 4 8 par 

OC 

exemple, soit inscrit en C. Posons d=-~et écrivons 

les nombres 5, 10, 20, . . . , 60 à des distances de égales 
kd{/5 7 dx/ÎÔ, d\/2Q, ..., dyffïÔ. 

On se servira de cette ligne comme de celle des plans : 
ainsi, on trouvera sans difficulté un tétraèdre semblable 

à un tétraèdre donné et dont le volume en soit les — • 

n 

Ligne des cordes (OD, OD'). — Les divisions de cette 
ligne OD donnent les longueurs des cordes degré par 
degré du demi-cercle qui a pour diamètre OD. 

Soit par exemple à déterminer la corde d'an arc de 
n° dont le rayon r est donné. 



t 
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On ouvre le compas de proportion de sorte que la dis- 
tance MM' existant entre les divi- 
sions 60 de OD et OD' soit égale au 
rayon donné ; le point M correspon- 
dant à la division 60 est le milieu 
de OD et OM est le rayon du demi* 
cercle de la graduation. La distance 
NN' existant entre les divisions n 
de OD et OD' est la corde cherchée, 

car le rapport T -^~ des rayons est 
rr MM' J 

ON 
éeal à celui — - des cordes de n° correspondantes. 

° NN'- 

Pour résoudre le problème inverse, c'est-à-dire pour 
trouver le nombre de degrés d'un arc dont la carde c et le 
rayon r sont donnés, on dispose le compas de sorte que la 
distance MM' entre les divisions 60 de OD et OD ; soit 
égale à r ; puis, ayant pris la corde c à l'aide du compas 
à pointes sèches, on pose les deux pointes de telle sorte 
qu'elles se trouvent chacune sur une ligne des cordes 
et au même point de division ; la lecture de la division 
donne le nombre de degrés de Tare. 

Ligne des polygones (OE, OE'). — Les divisions de 

cette ligne OE donnent les longueurs 
des côtés d'un certain nombre de po- 
lygones réguliers dans un cercle dont 

OF 

le rayon est - -_. Le côté du triangle 

y/3 
équilatéral inscrit dans ce cercle est 
donc égal à OE. 

Soit à inscrire un pentagone dans un 
cercle de rayon r. 
On ouvre le compas de proportion de sorte que la 
distance MM existant entre les divisions 6 de OEet OE' 
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soit égale à r ; MM' est le côté de l'hexagone inscrit dans 
le cercle de rayon r ; la distance NN' entre les divisions 5 
de OE en OE' est alors le côté du pentagone inscrit dans 

OM 

le môme cercle, car le rapport — ^— est égal des rayons 

ON 

à celui — — des côtés des pentagones correspondants. 

Si Ton a maintenant à décrire un pentagone régulier 
sur un segment donné c comme cdté, on ouvre le com- 
pas de façon que la distance NN' existant entre les di- 
visions 5 de OE et OE' soit égale à c. Le rayon du 
cercle circonscrit au pentagone est alors égal à la dis- 
tance MM' entre les divisions 6 de OE etOE', et le pro- 
blème s'achève aisément. 

» 
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§ 2. — Traoès sur le terrain. 

Le cordeau chez les Égyptiens. — Les harpedo- 
naptes ou tendeurs de cordeau égyptiens (Introd., § 1) de- 
vaient connaître certains procédés géométriques pour 
la construction de l'angle droit ; les temples et les py- 
ramides d'Egypte sont en effet exactement orientés aux 
quatre points cardinaux. Leur nom grec, que Ton croit 
être la traduction d'un terme égyptien, fait supposer 
d'autre part qu'ils se servaient d'un cordeau dans leurs 
constructions géométriques. On sait enfin, grâce aux 
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inscriptions relevées sur les temples qui ont été con- 
servés, que dans la cérémonie rituelle d'implantation 
de la pierre de base des édifices, on employait un cor- 
deau et des piquets de bois ; cette pratique remonterait 
au moins à Tan 2300 av. J.-C. Mais les documents 
égyptiens sont muets sur la description des procédés 
des harpedonaptes et il est facile d'en comprendre la 
raison ; ceux-ci tenaient, en effet, à ne pas initier le 
vulgaire à leurs mystérieux tracés. 
Il nous parait néanmoins vraisemblable d'admettre, 

avec M.: Cantor, que les Egyptiens 
connaissaient la propriété du triangle 
de côtés 3, 4, 5 d'être rectangle. Dès 
lors, ayant deux piquets A et B pla- 
cés dans la direction du méridien et 
distants de 4 unités de longueur, 
avec un cordeau de longueur 12 por- 
tant des nœuds à des distances 3 et 
5 de ses extrémités, il ^suffisait de 
faire coïncider ces nœuds avec A et B ; 
tendant alors les deux brins libres jusqu'à se toucher, 
on obtenait en C un point de la perpendiculaire élevée 
en A sur AB. Ce procédé s'est conservé dans la pra- 
tique jusqu'à nos jours. 

Peut-être aussi les Egyptiens employaient-ils la mé- 
thode que nous allons rencontrer chez fés Hindous. 

Le cordeau chez les Grecs. — On retrouve chez 
Héron {Traité de la Dioptre, XXV, 1 er s. ?) une trace de 
cet emploi du cordeau, probablement inspiré de la tra- 
dition égyptienne. 

Dans le problème traité par le savant alexandrin, il 
s'agit de reconstituer les limites d'une propriété de 
forme polygonale où les bornes placées aux sommets 
ont disparu, à l'exception de deux ; la position de toutes 
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les bornes est repérée au moyen d'un plan par rapport 
à deux directions principales normales entre elles. Il 

suffit de retrouver sur le 
terrain ces deux directions, 
à l'aide des deux bornes 
existantes, et le problème 
s'achèvera ensuite sans dif- 
ficulté. 

Soient A et B ces deux 
bornes. Le plan de la pro- 
priété indique la distance 
BC de B à une certaine 
droite AF, et en même temps la distance AC ; il s'agit 
de tracer sur le terrain les droites AF et BC qui sont 
les directions cherchées. 

. On marque un point E quelconque sur AB, on mesure 
AE et AB. Si Ton suppose abaissée une perpendiculaire 
ED sur AF, les triangles semblables AED, ABC donnent 




A 



D' 



E' 



AD = AC- 



AE 



et ED = BC. 



AE 



4¥1 On porte les lon- 

AB AB 

gueurs AD' et ED, calculées à laide de ces relations, à 

la suite Tune de l'autre sur un cordeau, respectivement 

en AD' et DE', on fixe A' en A, E' en E et on tend 

les deux brins AD' et E'D' du cordeau. La position de 

D' détermine alors celle de D : AD est Tune des 

directions cherchées. 

Le cordeau chez les Hindous. — Nous avons vu 
(Introd., § 4) que la description des procédés géomé- 
triques employés par les Hindous pour la construction 
des autels était contenue dans les Çulvasi)tras ou Règles 
du cordeau ; nous allons indiquer quelques-unes de ces 
règles d'après Baudhàyana (2 e s.?). 

Les autels pouvaient affecter les formes les plus di- 
verses et les plus bizarres: ils étaient Carrés, rectan- 
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gulaires, circulaires, en forme de tortue, de faucon, de 
roue de voiture, etc. L'axe de la figure était toujours 
orienté suivant la direction Est-Ouest et on l'appelait 
« la ligne du dos » ; la tête de l'animal représenté était 
placée au levant et sa queue au couchant; les côtés 
parallèles à Taxe étaient les « flancs » ou les « hanches », 
et leur distance à cet axe « l'épaule ». 
Voyons d'abord comment Baudhàyana opère pour 

tracer une perpendiculaire à 
$ l'axe EO, celui-ci étant sup- 

posé préalablement orienté 
et des piquets étant placés 
en E et 0. Il prend un cor- 
deau 0"E' ayant une bou- 
clette à chaque extrémité 
°* N ' °' "Ê' et de longueur double de 

OE ; soit 0' son milieu ; il 
prend ensuite le quart ON' de 00" en repliant la lon- 
gueur 00'' deux fois sur elle-même: on a 0*N' = 3/4 
et N'E' = 5/4, si OE est prise comme unité de lon- 
gueur. En passant les bouclettes dans les piquets 
et E et en tendant le cordeau vers le point marqué N', 
on obtient la perpendiculaire ON à OE. L auteur hin- 
dou indique un procédé analogue en se basant sur la 
propriété du triangle 5, 12 et 13 d'être rectangle. 

Voici maintenant la solution de Baudhàyana pour 
tracer un carré de côté donné a. On prend un cordeau 
de longueur a ayant une bouclette à chacune de ses 
extrémités et une marque en son milieu. En un point X 
de la ligne d orientation OE on plante un piquet dans 
lequel on engage les deux bouclettes, et avec la marque 

on décrit une circonférence (de rayon — ) ; à chacune 

des extrémités et E du diamètre intercepté sur la 
ligne d'orientation, on plante un piquet. Passant une 
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des bouclettes au piquet 0, on trace une circonférence 
avec l'autre bouclette (rayon à) et on fait de même au 
piquet E. Ces deux circonférences se rencontrent en 

des points F et G qu'on joint 
par une droite ; celle-ci, per- 
pendiculaire à OE, coupe la 
circonférence de centre X 
aux points N et S où Ton 
plante à nouveau des pi- 
quets. On place les deux 
bouclettes en et on décrit 
une circonférence avec la 
marque ; on fait de même 
en N,E,S. Les points d'in- 
tersection de ces quatre circonférences sont les sommets 
du carré cherché, ainsi qu'on le prouverait aisément. 

Puis Baudhàyana enseigne le moyen de transformer 
une figure d'autel en une autre semblable et qui soit 
dans un rapport donné avec la première. Par exemple, 
pour obtenir un carré B d'aire double d'un carré donné A, 
il indique que le côté de B est représenté par la lon- 
gueur du cordeau tendu suivant la diagonale de A. 
Enfin, l'auteur hindou se propose encore de transfor- 
mer une ligure d'autel en une 
B ' c' autre en lui conservant une aire 

c constante. Il donne à ce sujet 
diverses règles parmi lesquelles 
nous ne retiendrons que celle 
relative à la question suivante : 
Transformer un carré en un 
triangle isocèle de même aire et 
A ' d' dans lequel la hauteur soit égale 

à la base (avant-char). 
Soient ABCD le carré donné, OE Taxe de l'autel paral- 
lèle à BC et passant par le milieu E de CD. On déter- 
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mine d'abord, comme nous venons de le dire, un carré 
A'B'C'D' double du proposé et ayant même axe, puis on 
place un piquet en E. On dispose les bouclettes de 
deux cordeaux en E, et ces cordeaux tendus suivant 
EAA', EBB' donnent le triangle AEB, qui est le triangle 
isocèle demandé ; son aire est en effet égale à la moitié 
de celle de A'B'C'D' ou à celle de ABCD. 




L e cordeau au Moyen âge et à la Renaissance. — 

Le procédé suivant est indiqué par 
Léonard de Pise dans sa Géométrie 
pratique (1220) pour abaisser par un 
point P donné sur le terrain une 
perpendiculaire sur une droite tracée 
L. On fixe en P une extrémité d'un 
cordeau et on tend celui-ci de ma- 
nière que l'autre extrémité Q passe 
au delà de L ; on marque le point 
de rencontre A du cordeau et de L, 
puis on détermine sur L avec PA un point A' tel que 
PA' = PA. Il suffit alors de prendre avec le cordeau la i 

distance AA' et par pliage on 
obtient le milieu B de AA' : 
les points P et B détermi- 
nent la perpendiculaire cher- 
. chée. 

Voici maintenant un pro- 
blème tiré de la 3 e éd on de 
la Géométrie d'ERRARD de 
Bar-le-Duc (1619). Il s'agit 
de déterminer la distance AB de deux points dont l'un 
A est inaccessible. On prend un cordeau qu'on divise 
par un pliage en deux parties égales. C étant pris sur 
AB ou sur son prolongement, on place les extrémités 
du cordeau respectivement en B et C et on tend ses 
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deux moitiés de façon à obtenir le triangle isocèle BDC. 
On porte au moyen du cordeau deux longueurs égales 
DE et DF suivant les côtés DB et DC du triangle BDC 
et on détermine l'intersection G des deux alignements 
AD et EF, à l'aide de jalons. Si DE a été pris le tiers 
de DB, par exemple (ou EF le tiers de BC), GE qu'on 
mesure directement est lé tiers de AB. 

En résumé, le cordeau, dans ce dernier problème, a 
servi à mener une parallèle EF à une droite BC. 

La gronia des Romains. — L'instrument qui rem- 
plissait dans l'antiquité le même office que notre équerre 
d'arpenteur portait différents noms : étoile ou asté- 
risque chez les Grecs, ferramentum ou groma chez les 
Romains, d'où le nom de gromatici souvent donné aux 
arpenteurs latins. 

Son emploi paraît remonter à une époque très recu- 
lée. Les Etrusques notamment se servaient d'un pareil 
instrument : enEtrurie comme en Egypte, les temples 
étaient orientés aux quatre points cardinaux. 

La groma fut à peu près exclusivement employée chez 
les agrimenseurs romains. Ceux-ci, lors de la fondation 
d'une colonie, par exemple, commençaient par tracer 
sur le terrain concédé par l'Etat deux axes rectangu- 
laires : l'un, le « cardo maximus » , allant du sud au nord ; 
l'autre, le «decumanusmaximus», allant de l'est à l'ouest; 
les parts des colons étaient déterminées au moyen de 
parallèles à ces deux directions principales. On voit que 
pour toutes ces opérations très simples, à peu près les 
seules connues des agrimenseurs, il suffisait d'avoir un 
instrument permettant d'obtenir deux visées rectan- 
gulaires : c'est là l'objet principal de la groma. 

On a été longtemps sans connaître quelle avait été 
la forme exacte de cette dernière ; on avait fait les hypo- 
thèses les plus diverses à ce sujet, jusqu'au jour (1852) 
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où un archéologue italien, Gazzera, en retPouVa le des- 
sin à Ivréc sur le tombeau d'un arpenteur romain. La 
groma se composait d'une lige portant à son extrémité 
inférieure une douille ; dans celle-ci pouvait s'engager 

un pied ferré appelé ferramen- 
tum, d'où le nom souvent donné 
à l'instrument tout entier. Deux 
règles se croisant à angle droit 
étaient fixées à la tige dans un 
plan perpendiculaire à celle-ci. 
Un fil à plomb était suspendu 
à l'une des extrémités de cha- 
cune des réglettes ; l'autre extré- 
mité portait un trait de repère 
ou une cheville proéminente 
(corniculurri) où l'arpenteur fai- 
sait passer un fil à plomb mobile 
qu'il tenait à la main et dont 
les dégauchissements successifs 
avec les deux fils fixes donnaient deux plans de visée 
perpendiculaires l'un sur l'autre. Les visées étaient 
facilitées par la présence d'une ouverture (lumen) mé- 
nagée au point de rencontre de la tige el des deux règles, 
et qui est indiquée sur la figure ci-dessus. Sur certains 
instruments, les réglettes portaient chacune deux che- 
villes à leurs extrémités, avec un fil à plomb fixe à 
chaque cheville. 

Pourobtenirdes résultats exacts avec la groma, il fal- 
lait que le plan des deux règles fût bien horizontal, ainsi 
que Héron en fait la remarque; comme la tige devait 
être perpendiculaire à ce plan par construction, il suf- 
fisait donc à cet effet de la disposer verticalement dans 
deux directions au moyen du fil à plomb. 

Afin de donner un exemple de l'emploi de la groma, 
nous allons résumer un passage de l'agrimenseur Nipsus* 



La groma des Romains 
(d'après l'inscription décou- 
verte par Gazzera). 
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Il s'agit de déterminer la largeur AB d'une rivière, l'ex- 
trémitéjA étant inaccessible. On élève en B sur AB, au 

moyen de lagroma, une perpen- 
diculaire sur laquelle on prend 
deux longueurs égales quelcon- 
ques BC=CB'; en B' on élève 
une nouvelle perpendiculaire 
sur BB\ On place l'instrument 
en # C et on le dispose de sorte 
que le plan de visée d'une des 
deux règles passe par A ; puis 
on se retourne et on fait mar- 
quer par un jalon le point A' où 
cette direction rencontre la per- 
pendiculaire B'A' ; le segment 
B'A' est égal à la largeur cherchée de la rivière, car les 
deux triangles ABC et A'B'C sont égaux. 




L'équerre d'EIie Vinet (1583). — Elle se com- 
pose d'un plateau de bois de forme 
carrée ou circulaire d'un demi- 
pied de côté ou de diamètre et de 
3 doigts d'épaisseur, sur lequel 
sont tracées deux rainures rectan- 
gulaires. Sur sa face inférieure est 
ménagée une ouverture qui per- 
met de faire reposer le plateau sur 
un pied. 

Lacroix arpen tique de Simon Stevin(findu 16 e s.). 
— Elle comporte un plateau de cuivre avec deux traits 
rectangulaires, reposant sur un pied ferré divisé en 
pieds et pouces afin de pouvoir s'en servir le cas échéant 
pour mesurer. Aux extrémités des traits gravés sur 
le plateau sont disposées des pinnules, soit pleines, soit 
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munies d'ouvertures, qui permettent de faire les 



On voit qu'après Simon Stevin, il 
reste peu de chose à faire pour arriver 
à notre équerre actuelle. 

Ladloplre d« Héron. — Les Grecs 
ont employé dans leurs opérations géo- 



•'""'7 



désiquesun instrumen 



•ptre, du nom de l'or- 
gane servant a viser, 
organe que l'on a dé- 
nommé plus tard chez 
les Latins mediclînium 
et chez les Arabes al- 
hidhât, dont les Fran- 
çais ont fait alidade. 

On sait d'après un 
passage de Théon de 
Smyrne qu'un disci- 
ple d'Arislote, Dicéar- 
quë de Messine, se ser- 
vaitd'unedioplre pour 
mesurer la hauteurdes 
montagnes; Ptolémée 
nous apprend égale- 
ment que H ipparque(2' 
s. av. J.-C.)cmployait 
un instrument de ce 
nom dans ses obser- 
vations astronomiques 
(Voir § i, Bâton de 
Jacob). Maisladioptre 
restée célèbre est celle 
déorite par Héron l'Alexandrie (1" s. ?) dans le traité 
qu'il lui a consacré, et qui était surtout destinée aux opé- 



Dioptre de Héron. 

Restitution de M. Hermann Schûue 

(1903). 
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rations sur le terrain ; on peut la considérer comme 
le germe de notre théodolite actuel. 

Autant qu'on peut en juger par la description in- 
complète qui nous en est parvenue, lad ioptre de Héron 
se composait essentiellement d'une alidade mobile sur 
un plateau circulaire; ce dernier était fixé à un arc 
denté qui permettait de lui donner une inclinaison 
quelconque au moyen d'une vis sans fin. Le plateau 
était d'autre part mobile autour d'un axe vertical, 
grâce à une roue dentée FA également mue par une 
vis sans fin EZ. 

On pouvait résoudre avec cette dioptre tous les pro- 
blèmes usuels d'arpentage et de lever de plans, sans 
jamais mesurer d'angles, car elle permettait d'obtenir 
des lignes de visée dans tous les sens et d'élever des 
perpendiculaires. Pour ce dernier problème, on devait 
se servir de deux diamètres rectangulaires tracés sur le 
plateau circulaire. 

La dioptre pouvait encore être utilisée dans le 
nivellement, comme nous le verrons N plus loin (§7); 
enfin lorsqu'on s'en servait dans les observations as- 
tronomiques, on traçait sur le plateau une circon- 
férence divisée en 360°. 

Voici deux exemples de l'emploi de cet instrument, 
extraits du Traité de la Dioptre. 

Étant donné deux points A et B tels que de l'un on ne 
puisse apercevoir P autre, les joindre par une ligne droite, 
quelle que soit la distance qui les sépare. 

On fait en A un alignement quelconque AG ; puis au , 
moyen de la dioptre on élève à AG, en un certain 
point G, une perpendiculaire GD de longueur arbitraire, 
puis en 1) une nouvelle perpendiculaire à GD, et ainsi 
de suite jusqu'à ce qu'on aperçoive B d'un point L. • 
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En mesurant les diverses longueurs, on a trouvé 

AG = 20 coudées GD = 22 

DE= 16 EZ=30 

— ZH = — 14 HC = 12 
CK = 60 KL =_8 

— LB = — 50 



72 



32 



En faisant la somme des longueurs de direction ÂG 
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et retranchant celles de direction opposée, on trouve que 
la valeur de MB est de 32 coudées ; faisant de même la 

somme des longueurs de direction GT), on trouve que 
AM vaut 72 coudées. Le point M se détermine aisément 
sur le terrain. 

On prend alors sûr AM une longueur arbitraire AT, 
de 9 coudées par exemple ; si Ton mène par T la per- 
pendiculaire TV à AT, le point V étant supposé 
sur la droite AB, la longueur TV sera donnée par la 

TV MB 

proportion Tt = T~\V ^ n con ^ n uant ainsi, on obtien- 



L ' 
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dra autant de points que l'on voudra de l'alignement 
AB. 

Mesurer un champ [polygonal] où l'on ne peut péné- 
trer, soit à cause d'une plantation épaisse^ soit à cause 
d'embarras provenant de constructions, soit enfin parce 
qu'il n'est pas permis d'y entrer. 

Soit ABG . . . (" le champ polygonal considéré qu'on 

divise en trian- 
gles par des dia- 
gonales partant 
A du sommet C. Au 
moyen delà diop- 
B tre, prolongeons 
CB et ZH hors 
du champ, de 
quantités HL et 
HK qui soient 
une même frac- 

tion — ou un même multiple de CH et ZH. Le triangle 
LHK est semblable au triangle CHZ et on a 

aire CHZ = n 2 x aire LHK . 

On procède de même pour le triangle CAB. 

On détermine Taire des triangles restants comme 
nous allons le montrer pour CZE. On prolonge HZ 
d'une quantité ZM = HK; puis au moyen d'un cordeau 
sur lequel on porte successivement les longueurs HL, 
LK, on détermine à partir de M les segments MN et NZ 
tels que MN = HL et NZ = LK. Les deux triangles 

ZMN et KHL sont égaux et on a NZ$t = ÏJOÎ = ÉZÈ ; 
ainsi ZN est dans le prolongement de ZC. 

On prolonge ensuite EZ d'une .longueur XZ== — EZ 

m 
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et sur ZN on prend ZO = — • LK = — . wLK = — ZC. 

m m m 

Les triangles ZCE et ZOX sont semblables et on a 

aire ZCE = m 2 x aire ZOX . 
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§ 3. — Mesure directe des distances. 

La chaîne d'arpenteur dans l'Antiquité. — Chez 
les Egyptiens, la mesure directe des distances s'effec- 
tuait en particulier au pas par des opérateurs spéciaux 
nommés himatistes. 

Les Grecs employaient un roseau (Jcalamos) ou une 
corde de jonc tressé (schoïniori). « Pour mettre la corde 
hors d'état de s'allonger et de se raccourcir, dit Héron, 
on la tend fortement entre deux pieux et après l'avoir 
ainsi tendue pendant quelque temps, on la tire de nou- 
veau ; après avoir répété plusieurs fois la même ma- 
nœuvre, on frotte la corde avec un mélange de cire et 
de résine. Il vaudra mieux encore la tendre verticale- 

Focrrey. — Curios. géom. 12 
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ment et y laisser pendant assez longtemps un poids sus- 
pendu. » 

Les arpenteurs romains se servaient d'une perche 
longue de dix pieds ou decempeda, d'où le nom de de- 
cempedatores qu'on leur donnait parfois. 

On trouve mentionnée pour la première fois notre 
chaîne d'arpenteur actuelle dans un ouvrage de Stevin 
paru en 1605. 

L'odomètre de Héron (1 er s. ?.) — Cet instrument 
avait pour but la mesure directe des distances en em- 
ployant une voiture. Une tige fixée sur le moyeu d'une 
des roues mettait en mouvement une roue à palettes, 
et celle-ci, parun système d'engrenages à roues dentées 
et vis sans fin, faisait mouvoir un index sur une circon- 
férence graduée. Le chemin parcouru se lisait directe- 
ment sur la circonférence. 

Vitruve (i er s.), dans son Architecture (livre X), dé- 
crit un instrument analogue. 



§ 4. — Mesure indirecte des distances. 

L'ombre. — Nous avons vu (Introd., § 2) que Thalês 

(6 e s. av. J.-C.) s'était Servi 
de l'ombre pour mesurer la 
hauteur d'une pyramide. 
Gomme il opérait à l'instant 
de la journée « où l'ombre 
nous est égale », il lui suffi- 
sait de mesurer la longueur 
de l'ombre de la pyramide. 
11 est probable qu'il employait un procédé analogue pour 
déterminer la distance des vaisseaux en mer. 

Euclide (3 e s. av. J.-C.) dans son Optique décrit, pour 
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la mesure d'une hauteur par l'ombre, un procédé qui 
utilise les propriétés des triangles semblables. 

Soient AB la hauteur à mesurer, AE son ombre sur le 
sol supposé horizontal, CD une autre hauteur [un bâ- 
ton par exemple] dont l'extrémité supérieure affleure la 
droite BE. On a 

CD 



AB = AE- 



CE 




Le procédé indiqué par Euclide a été reproduit fré- 
quemment après lui, notamment dans les Géométries 
pratiques du Moyen âge et de la Renaissance. 
Voici comment le grand peintre Léonard de Vinci 

(15-1 6 e s.) résout 
le même problè- 
me : « Si tu veux 
mesurer une 
hauteur [d'une 
tour] avec l'om- 
bre du soleil, prends un bâton qui soit d'une brasse, fixe- 
le et attends que le soleil lui fasse faire deux - brasses 
d'ombre ; et aussitôt mesure l'ombre de la tour, et si 
elle est de 100 brasses, la [hauteur de la] tour sera de 
30 ; c'est une bonne règle. » On voit que le procédé 
de l'artiste italien a une grande analogie avec celui de 
Thaïes. Il ajoute d'ailleurs : « Autant bc entre en ac, 
autant la hauteur de la tour entre en an » ; on retombe 
ici sur la solution d'Euclide. 

Le bâton. — Nous venons de rencontrer l'emploi 
accessoire du bâton dans la mesure par l'ombre. Nous 
allons maintenant donner des exemples de son usage 
direct, d'après divers auteurs du Moyen âge et de la 
Renaissance. 

Mesurer la largeur AB d'une rivière, ou plus généra- 
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lement, mesurer une distance horizontale AB dont une 
extrémité B est inaccessible. 

l n Soldtion (Géométrie de Gerbert, 10Ml e s .). — On 
plante à l'extrémité accessible A (fig. à) un bâton AC 
un peu plus court que la hauteur de l'opérateur. Celui-ci 
se recule en arrière jusqu'à ce qu'il aperçoive les points 
C et B en coïncidence apparente : soit à ce moment 
DE sa position. 

On a alors 



DB 
DE 



et 



AB 
ÂÔ' 

AB 



i, . DB — AB 
dou — — — 

DE — AC 
AD 



AB 
AC' 



= AC- 



DE — AC 



Les longueurs AC, AD, DE (hauteur de l'œil de 
l'opérateur au-dessus du sol) peuvent être facilement 
déterminées. 

On pourrait aussi employer deux bâtons AC et DE, 
ce qui dispenserait de faire entrer dans le calcul la 
hauteur de l'opérateur. 





Fig. a. Fig. 6. 

2 e Solution (Géométrie de Gerbert). On plante verti- 
calement en A (fig. b) un bâton AC de hauteur un peu 
moindre que celle de l'opérateur ; sur ce bâton s'en 
trouve fixé un second EG perpendiculairement au pre- 
mier. On note le point F où le rayon visuel CB ren- 
contre EG. On a 

CA 



AB = EFx 



CE 
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[Il serait plus commode de se reculer en arrière de A 
jusqu'en un certain point A' tel que le rayon visuel 
C'B passe par l'extrémité G du bâton horizontal ; il suf- 
firait alors de retrancher A'A de la distance A'B cal- 
culée comme ci-dessus, pour obtenir AB.] 

3* Solution (Léonard de Vinci, 45 e -16 e s.). — L'opéra- 
teur emploie un bâton fiché en terre en AC (fig. c)et dont 
la hauteur est égale à la distance de l'œil au sol. On vise 
le point B après s'être reculé au delà de A et on mar- 
que le point E où le rayon visuel rencontre le bâton 
AC. Pour mesurer la longueur DC avec précision, on 
peut se servir d'un fil ou d'une baguette dont une ex- 
trémité est en C et dont l'autre est à l'œil. On a 

AE 



AB = CDx 



EC 





Fig. e. ■ Fig. d. 

4 e Solution (Géométrie d'EâRARD, 3 e éd., 1619). — On 
place verticalement un bâton AC en A, puis on en fixe 
un second CD en un point du premier, de sorte que sa 
direction passe par B. On fait pivoter le système de 180° 
autour de AC; la direction CD' du bâton auxiliaire 
venant rencontrer en B 7 le sol supposé horizontal, la 
distance AB' est égale à la longueur cherchée et il ne 
reste plus qu'à la mesurer directement. 

Si l'opérateur est muni d'un chapeau à larges bords, 
il peut se dispenser de l'emploi du bâton CD. Ap- 
puyant le menton sur le bâton AC, il dispose son cha- 
peau de telle sorte que le rayon visuel affleurant le 
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bord passe par B ; se retournant et répétant la môme 
opération, il détermine le point B'. 

Mesurer une hauteur AB dont le pied A est accessible, 
le sol dans un certain rayon étant supposé horizontal. 

l n Solution (Géométrie deGEitBERT, lOMl's.). — On 
emploie un instrument (fig. a) composé de deux bâtons 

CD 

CD et EF = — - , le second, de longueur à peu près égale 

m 

à la hauteur de l'opérateur, étant disposé perpendiculai- 
rement et au milieu du premier ; ces bâtons « sont des 
objets que jamais le géomètre ne doit oublier de pren- 
dre avec lui ». 

L'opérateur cherche dans la plaine une position EG 
telle que le bâton CD étant placé verticalement au 
moyen du fil à plomb, le rayon visuel ED passe par B. 
On a alors, si H est le point de AB où la direction EF 
coupe cette droite, BH = HE, et il suffit pour obtenir 
AB d'ajouter la longueur CF à la longueur HE = AG, 
qu'on peut mesurer directement. 





2 e Solution (Souan-fa-tong-tsong y traité mathém. 
chinois, 1593). — On plante en CD {fig. b) un bâton plus 
haut que l'opérateur; celui se recule en une position EF 
telle que son rayon visuel FD passe par B. Si G et IL 
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sont les points où les horizontales en D et F coupent 
respectivement AB et CD, on a 

HD 



GB = GD. 



HF 



Il n'y a plus qu'à ajouter CD = AG à cette valeur 
de GB. 

3 e Solution (Géométrie (TErrard, 3 ê éd., 1619). — 

Un premier bâton étant placé 
verticalement en CD, on en 
dispose un second plus court 
EF de telle sorte que le rayon 
visuel FD passe par B ; puis 
on détermine le point I où la 
direction DF rencontre le sol 
horizontal. On a alors 




AB=V1. 



CD 
CI 



Mesurer une hauteur AB dont le pied A est inacces- 
sible. 



1 



tt 



Solution (Souan-fa-tong-tsong, 1593). — On opère 

comme au problème 
précédent (2 e Sol.), 
mais en faisant deux 
stations en EF, EF' et 
en employant le même 
bâton dans les deux 
opérations. On a alors 
successivement : 







F illL-I^F' 



E C 



E' 



GB 
DU 

GB 
DH 



GD _GB__GIV 
HF' D'il' - ïiF ° U ' 

GD_GD ' ., . GB 
HF li'F" °"dH" 



comme D'il =DH, 

GIV — fil) HIV _ 

H F — HF - îl F — HF 
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DD' ^„ CC 



= DH. 



HF—HF "CE —CE 

On ajoutera CD à GB pour obtenir AB. 

2* Solution {Géométrie 
d'ERRARD,3 e éd.,1619).— 
On opère comme au pro- 
blème précédent (3 e Sol.), 
en faisant deux stations 
et en se servant à chaque 
fois des mêmes bâtons. 
On a alors 




c e i c b' 



r 



ir 



Ag_AI_AI / = AI— AI_ 

CD CI CT CT— Cl - CT — Cl' 



d'où 



AB = CD- 



II 



CT — Cl 



Le miroir. — L'emploi — au moins théorique — du 

miroir pour la mesure indirecte 
des distances paraît remonter 
à une très haute antiquité. 

Euclide (3 e s. av. J.-C), dans 
son Optique, indique le moyen 
de mesurer une hauteur AB par 
ce procédé. Le miroir étant dis- 
posé sur le sol horizontal en C, 
l'observateur se déplace jusqu'à 
ce qu'il aperçoive l'image du point B dans le miroir. 
Les angles d'incidence et de réflexion étant égaux, de 
même que les angles BCA et ECD qui sont complé- 
mentaires des premiers, les triangles BAC et EDC sont 
semblables et on a 




AB = AC- 



DE 
DC 
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DE est la hauteur de l'œil de l'observateur au-dessus 
du sol, AG et DG sont mesurés directement. 

Voici maintenant le procédé donné dans la Géomé- 
trie deGERBERT(10 e - 

11* s.) pour mesurer 
une hauteur AU dont 
le pied est inacces- 
sible. Dans une pre- 
mière position du 
miroir, l'opérateur 
placé en DE aper- 
çoit en G l'image de 
B ; et dans une se- 
conde position du miroir, l'opérateur D'E' aperçoit 
l'image de B en C'. La similitude des triangles BAC et 
EDC, BAC' et E'D'C' donae 




AB CA C'A 



DE GD 

et enfin 



ou — - = 



CD' " DE 
AB = DE 



AB C'A — CA 
CD— CD 

CC 



ce/ 

CD— CD' 



CD' — CD 



7777777. 



La mesure de la profondeur d'un puits par Euclide 

(Optique, 3 e s. av. J.-C). — L'ob- 
servateur se déplace jusqu'à ce que 
le rayon visuel, rasant le bord D du 
puits, passe par le point B de l'arête 
rentrante du fond qui est diamé- 
tralement opposé à D. Les deux 
triangles semblables BCD et DEF 
donnent alors 



DG = BC .^ = AD. E ^ 
DE DE 




La lychnia des Anciens. — On s'est servi, dans 
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l'Antiquité, d'un instrument qui se composait dune 
règle formant alidade mobile en son milieu au sommet 
d'un bâton vertical ; l'ensemble portait le nom de 
lychnia (chandelier). On l'employait à la mesure 
des hauteurs, dans les travaux militaires surtout. 
Voici le procédé indiqué par Jules l'Africain (2 e s.) 

dans ses Cestes pour évaluer la 
hauteur AB d'une muraille à 
l'aide de cet instrument. On 
place le pied de la lychnià ver- 
ticalement en CD, puis on dis- 
pose l'alidade de manière h 
apercevoir le sommet A du 
mur ; on passe de l'autre côté 
de l'instrument et on déter- 
mine par une visée le point E où la direction de l'alidade 
vient rencontrer le sol supposé horizontal. On a alors 

AB = CD- E . 
CE 

Les flèches de Gterbert (10 e -ll* s.). — « Si tu veux 

trouver la hauteur d'un ob- 
jet, tu pourras le faire par 
le procédé militaire que 
voici. Prends un arc avec 
une flèche et du fil ; un 
bout de fil étant fixé à l'ex- 
trémité de la flèche, l'autre 
restant dans la main, fais 
que la flèche lancée par l'arc frappe le sommet de la 
hauteur à mesurer. Ensuite, l'extrémité d'un autre 
fil est attachée de la môme façon à une autre flèche 
ou à quelque trait, et que l'un de ces projectiles 
frappe le pied de la hauteur, comme précédemment 
le sommet. Cela fait, tu ramèneras les deux fils et 




ANCÊTRES DES INSTRUMENTS DE DESSIN ET DE TOPOGRAPHIE 187 

regarderas combien l'un et l'autre, mesurés rapide- 
ment, contiennent de coudées » (Géométrie de Gerbert). 
Si ÀB est la hauteur à mesurer et si l'observateur est 



en C, on a AB = \/aC S — BC\ 




Le fil à plomb (Léonard de Vinci, 15M6 e s.). — « Il 

y a un bâton qui est appuyé contre 
un mur qui est haut de 6 brasses, 
et le bâton est de même hauteur; 
je l'éloigné par le pied et je ne 
sais pas de combien; il descend 
aussi par la tête et je ne sais pas 
de combien ; je demande le moyen 
de le mesurer. » 
Par un point quelconque a du bâ- 
ton be, on fait passer le fil à plomb ac ; la distance bd 
dont on a écarté du mur le pied du bâton est donnée par 
l'expression 

bd = be . 7— • 
ba 

La hauteur dont est descendue la tète s'obtiendra en 
retranchant de 6 brasses la longueur 

bd 



de = aC' 



bc 



La dioptre. — Deux points étant donnés dont l'un A 

près de nous et Vautre B au 
loin, mesurer leur distance ré- 
duite à l'horizon, sans s'appro- 
cher de celui qui est éloigné {Hé- 
ron, Traité de laDioptre, l er s. ?). 
Avec la dioptre, on pro- 
longe l'alignement BA et on 
prend un point G sur ce prolongement. On élève en A 




"V^* 7 
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et G des perpendiculaires AD et GE et on prend un 
point quelconque E sur cette dernière perpendiculaire ; 
on cherche enfin l'intersection D de EB et de la per- 
pendiculaire en A. On a alors 

GB GE 



d'où 



et enfin 



AB AD 
GB — AB GE — AD 



AB 
AB = AD . 



AD 
AG 



GE — AD 



^^^\ 




Étant donné deux points A et B vus de loin [ou inac- 
cessibles], trouver la longueur de la droite qui les sépare 
réduite à l'horizon, ainsi que la [direction de la] droite 
qui les joint (Héron, Traité de la Dioptre). 

Au moyen de la dioptre, en un point G d'où Ton 

voit le point A, on élève la 
perpendiculaire GD à AG. 
puis la perpendiculaire BE 
à la même droite. On dé- 
termine les longueurs GA 
et EB comme il est dit au 
problème précédent. Soit 
ô EB > GA ; on porte sur EB 
à partir de E une longueur 
EZ = EB — G A . La droite GZ est égale et parallèle à AB : 
elle donne donc la longueur et la direction de AB. 

L'équerre. — Mesurer la largeur AB d'une rivière. 

l ro Solution (Agrimenseurs romains). — Nous avons 
indiqué antérieurement cette solution, supposant l'em- 
ploi de la groma qui n'est au fond qu'une équerre. 

2 e Solution {Cestes de Jules I'Africain, 2 e s.). — L'au- 
teur latin se sert d'une équerre ordinaire à deux bran- 
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ches disposée sur un pied dans un plan horizontal et 
munie d'une alidade. On prend sur le prolongement de 

AB un point D tel que la distance BD 
soit supérieure à AB, ce qu'il est 
facile d'obtenir par des tâtonnements 
s'il est nécessaire, et on mène par ce 
point une perpendiculaire à AD sur 
laquelle on porte deux longueurs 
égales DE et EF. On élève en E sur DF 
une perpendiculaire dont on cherche 
l'intersection G avec l'alignement FA 
et on mène enfin par G la perpendi- 
culaire GC à AD. Il résulte de cette construction que C 
est le milieu de AD; par suite AC = CD, et on obtien- 
dra AB en retranchant BC de CD. 

3« Solution {Géométrie d'ERRARD, 3 e éd., 1619). — Sur 

le sommet C d'un bâton 
placé verticalement en A, on 
dispose une équerre de telle 
sorte que la direction de 
l'une des branches passe 
par B. Soit D le point où la 
1 direction de l'autre branche 
rencontre le sol horizontal. 
Le triangle rectangle DCB donne 




AB = 



AC 
AD 



Mesurer une hauteur AB dont le pied A est accessible, 

* 

i n Solution (Géométrie deGERBERT, lOMl's.). — On 
se sert d'une équerre à branches égales DE = EF. 
L'observateur se place dans une position CD telle que 
la branche EF étant verticale, le rayon visuel DF passe 
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par B. On a alors BG = GD = AC, G étant le point où 
la direction DE coupe AB ; on mesure AC, et en y ajou- 
tant DC= AG, on obtient la hauteur cherchée. 





2 e Solution (Géométrie de Gerbert). — On opère 
comme dans la solution précédente avec une équerre 
en forme de triangle rectangle de côtés 3, 4, 5. EF étant 
les 3/4 de ED, BG sera les 3/4 de GD ou AC. 

3 e Solution (Géométrie d'E^AUD, 3 e éd., 1619). —Sur 

le sommet D d'un bâton CD 
posé verticalement en un 
point quelconque, on dis- 
pose une équerre de telle 
sorte que la direction d'une 
de ses branches passe par B ; 
soit E le point où la direc- 
tion de l'autre branche ren- 
contre le sol. 
Si l'on mène DF parallèle à CA, les triangles BFD 
et DCE sont semblables comme ayant les côtés perpen- 

FTI 

diculaires et Ton a BF = EC--. Il suffit d'ajouter à 

BF la hauteur du bâton CD. 

L'astrolabe. — Cet instrument paraît avoir été in- 
venté parles Arabes ; ceux-ci en ont, en tout cas, fait un 
usage continu dans leurs observations astronomiques. 
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L'astrolabe comportait une face et un dos qui seul 
fut utilisé en topographie 
au Moyen âge, du 12' au 
16" siècle. Le dos formait 
un cercle plein dont la cir- 
conférence était divisée en 
360 degrés (et fractions de 
degré), et au centre duquel 
tournait une alidade KL mu- 
nie de deux pinnules. Un 
anneau correspondant a l'un 
des diamètres 90" — 90° ou 
De. d'un astrolabe. °— ° permettait de le sus- 

pendre. 
Un carré EFGH inscrit dans la circonférence et por- 
tant le nom de carré des ombres avait ses côtés paral- 
lèles à ces deux diamètres ; chacun de ses demi-côtés 
était partagé en 12 parties égales ou points. Les lon- 
gueurs déterminées par l'alidade suivant les côtés hori- 
zontaux étaient désignées sous le nom d'ombres droites, 
et suivant les côtés verticaux sous le nom d'o 
verses ('). 



Solaire SO. C'est ce 
ta ni; ni (f du même 



ntre du Soleil, 01' et 01 deux style» de longueur 
égale à l'unité, l'un horizontal, l'autre vertical, et 
situés a la Surface de la terre dans un même plan 
vertical P passant par S. P coupe l'horizon suivant 
une droite dont la longueur U comprise entre le 
style vertical et le rayon lumineux SO est l'ombre 
de OI sur l'horizon ; de même, l'ombre de 01' sur 
la verticale menée par I' est le segment IX com- 
pris sur cette verticale entre le style 01' et le rayon 
solaire SO. 

Les Arabes ont appelé les longueurs 11 et T"J' 
ombra droite et omorr rem de l'angle I0J = I'J'0 
qui mesure l'angle de la verticale et du rayon 

que nous appelons aujourd'hui la tangtnle et la ru- 

,DJ|,. 
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Voici comment on se servait de cet instrument, no- 
tamment d'après la Géométrie de 
GERBERT(10-ll e s.), pour la mesure 
des distances terrestres. 

Évaluer une hauteur MP. — Te- 
nant l'instrument suspendu par une 
main, l'opérateur placé en N sur le 
sol horizontal dirige l'alidade de 
sorte que celle-ci passe par le som- 
met P de la hauteur à mesurer. Sup- 
posons que la ligne de visée coupe 
la ligne d'ombre droite en J et que 
l'horizontale passant par l'œil L de 
l'observateur rencontre MP en Q. 
Les deux triangles semblables PQL et OU donnent 

alors QP = QL.^y ou QP = MN-jJ, IJ étant dans 

cette dernière relation évalué en points. Il suffit donc 
de mesurer MN et on obtient QP par un calcul très sim- 
ple ; en ajoutant à QP la hauteur LN de l'observateur 
au-dessus du sol, on a la hauteur cherchée. 

Si l'on se place avec l'instrument de façon que l'ali- 
dade passe par un des sommets du carré des ombres, la 

hauteur MP s'obtient sans calcul, 
car elle est alors juste égale à la 
distance MN. 

Dans le cas où l'alidade coupe 
la ligne d'ombre verse, en J' par 
exemple, il est facile de transfor- 
mer les points (T ombre verse lus 
sur l'astrolabe en points d'ombre droite. Les deux 
triangles semblables OU et OIT donnent en x efîet 

IJ = i^- ; ; ayant lu IJ', cette relation donnera la valeur 
1 j 
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correspondante de IJ (en points d'ombre droite), ce qui' 

permettra d'employer la même 
formule que précédemment 
pour calculer QP. 

Si le pied M de la hauteur est 
inaccessible on fait deux stations 
N et N t . On a alors 




QP MN MN, 
IJ 



NN, 



12 



Ut 



d'où QP = NN. 



IJ, — IJ 
12 



IJ 4 — IJ 



Mesurer une longueur horizontale NM. — L'opéra- 
teur, se plaçant au-dessus d'une des 
extrémités N de la longueur à mesu- 
rer, dirige l'alidade de manière à viser 
l'autre extrémité M. On a alors 

\M = ON.E, 




ou 



01 
NM = OX.g f 



IJ étant évalué en points. 
On a donc ici à mesurer la distance ON du centre de 
Vastrolabe au-dessus du sol . 



Le quarré géométrique. — Pendant tout le Moyen 
âge et la Renaissance, cet instrument a eu beaucoup 
«de vogue pour la mesure des distances. On le voit appa- 
raître pour la première fois dans la Géométrie de Ger- 

BERT (10 f -lt e S.), puis Chez D03I1NICL t SDEGlOVASIO(14 < 'S.). 

Mais c'est surtout à l'astronome Peurbach (13 e s.) 
que le quarré géométrique doit sa renommée ; ce der- 
nier Ta employé dans ses observations astronomiques, 



Fourret. — Curion. géant. 
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après lui avoir donné tous les perfectionnements dont 
il était susceptible. 
Cet instrument se composait essentiellement d un 

carré ABCD, soit massif, soit 
constitué par quatre règles 
de bois ou de métal (on en 
trouve parfois une cinquième 
dirigée suivant une diagonale 
et destinée à consolider le 
cadre). Deux côtés adjacents 
BC et CD étaient divisés en 
parties égales; le nombre des 
divisions pour chaque côté était très variable : il attei- 
gnait 1 200 chez Peurbach. En l'un des sommets, A, était 
fixée une alidade munie de deux pinnules. Certains 
quarrés comportaient sur l'un des côtés pris comme 
base deux autres pinnules qui facilitaient la mise en 
station horizontale de cette base ; enfin beaucoup étaient 
munis d'un quart de cercle allant de B en D, divisé en 
degrés et fractions de degrés, et qui permettait la lec- 
ture directe des angles. 
Peurbach déterminait les angles EAD au moyen 

DF 

d'une table contenant, en regard des rapports(') — — 

AL 

-»la valeur des angles correspondants. 



DE 



VW+DE 

Enfin l'astronome allemand obtenait la mise en station 
du quarré au moyen d'un fil à plomb suspendu à la 
règle supérieure et venant battre un repère tracé sur la 
règle inférieure: celle-ci se trouvait ainsi parfaitement 
horizontale. 

Passons maintenant au mode d'emploi du quarré. 
Soit à mesurer une distance horizontale GH. L'opérateur 



(») Sinus de l'angle EAD. 
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se place de telle sorte que l'articulation A de l'alidade 

se trouve au-dessus d'une des 
extrémités G de la distance à 
mesurer; il vise le point II avec 
l'alidade, et note le point E 
où celle-ci rencontre DC. Les 
deux triangles semblables AGH 




et EDA donnent alors 



GH = AG 



DC 
DE 



DC 



On mesure la longueur AG ; le rapport Hil est le 

DE 

quotient des nombres de divisions contenues dans DC 
et DE. En posant BC sur le sol, on évite la mesure de 
AG. Pour obtenir des résultats d'une exactitude sufB- 
sante, il fallait évidemment que le côté AB eût de 
grandes dimensions : il avait souvent deux pieds. 
Pour évaluer une hauteur FH,on commence par me- 
surer la distance GH, G étant le point 
où la direction horizontale AB coupe 
Fil, absolument comme on vient de le 
faire pour une distance horizontale. Il 
suffit ensuite d'ajouter à GH la longueur 
AI = GF mesurée directement. En po- 
sant le côté BC le long de FH, on évite 
la mesure de AG et de AI. 

L'usage du quarré géométrique est 
donc analogue h celui du carré des om- 
bres de l'astrolabe. Nous devons signaler toutefois 
qu'on ne rencontre pas avant Peurbach les désigna- 
tions umbra recta et ambra versa sur les côtés du 
quarré, désignations qui, nous le savons, existent sur 
l'astrolabe. 
On est donc conduit à penser que le quarré n'est pas 
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dérivé de l'astrolabe et constitue une invention indé- 
pendante. 

Le quadrant géométrique. — Cet instrument, d'ori- 
gine vraisemblablement arabe, est déjà décrit dans la 
Géométrie pratique de Léonard de Pise(1220); un cer- 
tain Robert Angles, de Montpel- 
lier, a composé à son sujet dans 
le cours du 13 e siècle un traité 
spécial qui a joui d'une grande 
vogue. 

Le quadrant géométrique se 
composait d'un quart de cercle 
BOA dont le limbe était divisé 
1 en 90 degrés ; sur le rayon 

' joignant le centre à la divi- 

sion 90 étaient disposées deux 
pinnules suivant lesquelles on pouvait diriger une 
ligne de visée ; un fil à plomb était fixé en 0. Un 
carré EOCD, dont deux côtés OC et OE se confon- 
daient avec les rayons extrêmes et dont les deux autres 
côtés étaient divisés en un môme nombre de parties 
égales, était tracé sur le quadrant. Le limbe n'était 

pas utilisé dans l'arpentage : on aurait 
donc pu le supprimer et le réduire au 
carré des ombres. Un quadrant de cette 
dernière forme a été décrit dans un Traité 
de géométrie pratique rédigé en anglais 
au 13 e siècle. 

Nous nous contenterons d'indiquer le 
procédé employé pour évaluer une hau- 
teur MP au moyen du quadrant ordinaire. 
Le rayon supérieur OC de l'instrument 
étant dirigé vers le sommet P, on lit sur CD la distance 
CF, F étant la division de CD battue par le fil à plomb, 
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et on mesureMN. La similitude des deux triangles PMN 
et OCF donne alors 

MP = MN-2£ J = MN- CD 



CF 



CF 




Le quadrant repose sur un principe différent de celui # 
de l'astrolabe, mais on voit que l'usage des deux instru- 
ments est absolument analogue. 

Le bûton de Jacob. — Cet instrument a reçu les 
noms les plus divers: bâton de Jacob, bâton géométrique, 

crosse de Saint- 
Jacques, batis- 
te, rayon astro- 
nomique, puis 
arbalète ou ar- 
balestrille. Il fut 
sûrement con- 
nu des Arabes ; 
mais la pre- 
mière descrip- 
tion qu'on en trouve est donnée par un certain Levi ben 
Gerson, de nationalité juive, mort à Avignon en 1 344, qui 
le désigne sous le nom de secretorum revelator. Chez cet 
auteur, il se compose d'une règle divisée sur laquelle peut 
se mouvoir une tablette A (fig. a) ; à l'une des extrémités 
de celte règle est fixée une seconde tablette D (tabula 
cornutà) disposée de manière à pouvoir s'adapter à l'œil 
et munie vers son centre d'ouvertures permettant les 
visées. est le centre optique du cristallin de l'œil de 
l'observateur (centrum vùus) ; les divisions marquées 
sur la règle ont leur point de départ en 0. 

Vers le 15 e siècle, l'instrumentes! un peu simplifié ; la 
tablette D est remplacée par des règles transversales AC, 
A'C',..- (Jif/.b), appelées curseurs ou marteaux, glissant 



Fig. a. — « Secretorum revelator » de Levi ben 
Gerson (14 e siècle). (D'après M. Curtze). 
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sur la tige ou rayon à section carrée. Cette tige porte sur 
ses faces desdivisions différentes correspondant respecti- 
vement à chacun des curseurs. Sous cette dernière forme 
et sous le nom d'arbales trille, le bâton de Jacob a été* 
longtemps employé par les marins. 

Le principe de l'instrument se trouve d'ailleurs déjà 

dans la dioptre que Ptolémée 
attribue au grand astronome 
grec Hipparque (2 e s. av. J.-C), 
et qui est constituée par une 
règle graduée munie de deux 
pinnules. L'une de celles-ci est 
fixe et correspond à la tablette 
D ; l'autre est mobile et tient 
Fig. b. — Arbaiestriiic. lieu de la tablette A ; enfin les 

fentes des pinnules se trouvent 
à différentes hauteurs pour faciliter les visées. 

Le bâton de Jacob était surtout employé en astrono- 
mie à la mesure des distances angulaires de deux astres ; 
mais il fut vraisemblablement aussi utilisé en topogra- 
phie à la mesure des longueurs et peut-être à celle des 
angles. 

Ayant par exemple à mesurer la hauteur FE (fîgr. à), 
l'opérateur se place de façon à être à peu près à mi-hau- 
teur de EF [Si cette dernière condition ne peut être 
remplie, il suffit à l'opérateur de se reculer suffisam- 
ment au loin pour que l'erreur commise devienne né- 
gligeable]. Puis il adapte la tablette D à son œil et fait 
mouvoir la tablette À jusqu'à ce que les rayons visuels 
OA et OC passent par E et F. Soit G le point où la di- 
rection de la règle supposée sensiblement horizontale 
rencontre EF ; on a 

EF = AC— . 
OB 
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On a mesuré AC une fois pour toutes, on lit la lon- 
gueur OB sur la règle et on mesure enfin la distance 

horizontale OG. 

Les opérations avec le bâton de Jacob étaient rela- 
tivement rapides, car on voit que cet instrument per- 
mettait de viser à la fois dans deux directions diffé- 
rentes. 

Les télémètres à la Renaissance. — On voit appa- 
raître àla Renaissance, 
dans les géométries 
pratiques, des instru- 
ments portatifs servant 
• à évaluer directement 
les distances, sans cal- 
cul. Nous décrirons ce- 
lui d'ERRARD de Bar- 
LE-Duc(l re éd.,1594), 
donton trouve le germe 
dans la Géométrie de 
G errert (1 OM 1 e s . ) . 

Deux règles de lai- 
ton AB, AC sont arti- 
culées en A ; une troisième règle EF glissant le long de 
AB est munie d'une vis D permettant de la fixer. Cha- 
cune d'elles est divisée en un même nombre de parties 
égales. Enfin, un pied peut être adapté à l'instrument 
au moyen d'une articulation analogue au genou à co- 
quilles de nos graphomètres actuels. 

Soit à évaluer la largeur d'une rivière ou plus gé- 
néralement la distance d'un point accessible M à un 
point inaccessible X. On dispose la règle AB verti- 
calement, puis la règle EF de telle sorte que la distance 
AE comporte autant de divisions qu'il y a de pieds de A en 
M. Onfaitensuite mouvoirla règle AC jusqu'à ce que le 




Télémètre cTErrard de Bar-le-Duc 
(1594) 
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rayon visuel A G longeant cette règle passe par le point 
N. La distance MN à mesurer contient autant de pieds 
que la distance KG contient de divisions. 



Mesure de In largeur d'une rivière 
(D'après Errard de Bar-le-Duc). 

On peut par un procédcanalogueévalucrles hauteurs 
et les profondeurs. 
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§5. — Mesure des angles. 

Les instruments précédents, astrolabe, quarré, qua- 
drant, bâton de Jacob, n'ont pas été utilisés en topo- 
graphie, au moins d'une manière suivie, pour la mesure 
des angles. Il faut arriver à la Renaissance pour con- 
stater l'usage effectif d'un instrument permettant cette 
opération. Cet instrument est le graphomètre. 

Le graphomètre. — Philippe Danfrie en a publié la 
description en 1597. Le nom de cet instrument indique 
qu'il devait servir à la fois au dessin et au mesurage ; 
nous avons vu précédemment (§1) qu'il comportait un 
rapporteur comme appareil accessoire pour le report des 
angles. Il a conservé le nom de graphomètre, bien qu'il 
ne soit plus employé aujourd'hui qu'à la mesure exclu- 
sive des angles. 

Le graphomètre de Danfrie est à peu près identique 
à l'instrument actuel ; il est constitué par un demi- 
cercle divisé, une alidade fixe et une alidade mobile, 
un pied à trois branches et un genou articulé. 

Le germe du graphomètre se retrouve dans Yholo- 
mètre, instrument assez compliqué décrit par Abel 
Fullone en 1564. 
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Graphométre de Philippe Danfrie (1597). 

§6. — Mesure des petits segments linéaires 

• et circulaires. 



Les instruments destinés à la mesure des angles n'ont 
donné de véritable précision que du jour où Ton est 
arrivé à évaluer les petits arcs avec suffisamment d'exac- 



ANCÊTRES DES INSTRUMENTS DE DESSIN ET DE TOPOGRAPHIE 203 

titude. L'invention du vernier a donné la solution de 
la question ; mais, ainsi qu'on va le voir, les tâtonne- 
ments ont été nombreux avant d'arriver à cette ingé- 
nieuse conception. 

. L'Échelle de transversales de Levi ben Gerson (14 e s.). 
— La règle du secretorum revelator décrit antérieurement 
(§ 4) est divisée en 4 parties égales dont les extrémités 
sont marquées I, II, III et IV sur la figure correspon- 
dante ; toutefois, la première est de 1/20 plus courte 
que les autres pour tenir compte de ce que le centrum 
visus est distinct de l'extrémité de la règle. Les deux 
-dernières sont divisées chacune en 18 parties égales 
nommées deyrés ; chaque degré est à son tour divisé 
•en 60 minutes delà manière suivante : 

Soit ABCD la partie de la face supérieure de la règle 

correspondant à un degré ; la 

face latérale projetée en AB 

] ! est divisée en 6 parties égales, 

JAaA À À À lÂ fi h Al et ceI,e projetée en DC en 

y gçpq 12 parties; des transversales 
«" A-l, 1-1, 1-3, 3-2,... joignent 

F H les points de division comme 

il est indiqué sur la figure. 
Enfin, la règle est encore partagée en 5 parties 
«égales dans le sens de sa largeur au moyen de paral- 
lèles équidistantes. La longueur de règle interceptée 
par une transversale, 1-1 par exemple, équivalant à 
1/12 de degré, la longueur interceptée sur une trans- 
versale par deux parallèles consécutives correspondra 

11 

à - = _ de degré ou à une minute. 

12x5 60 6 

De sorte que si la tablette mobile se trouve en EF par 
exemple, on lira, de A en E, 3 x 10+ 5 + 2 = 37' 
ou, de D en F, 7 x 5 + 2 = 37'. Si la tablette tombe 



10 20 M 40 50 60 E 70 80 90 
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comme en GII, entre deux intersections de transver- 
sales et de parallèles, on estime la fraction complémen- 
taire : dans le cas de la figure, on a, de A en G r 
4x 10 + 5 + 3 + 1/2 = 48' 1/2. 

L'échelle de transversales de Hommel (16 e s.)» 
— Le célèbre astronome Tycho-Brahé, qui a expéri- 
menté les divers systèmes en usage de son temps 
pour la mesure des petits arcs, s'est servi en particu- 
lier de X échelle de transversales, dont l'emploi lui avait 
été enseigné à Leipzig par un professeur du nom de 
Hommel (1518-1562) ; celui-ci n'en est pas toutefois 
l'inventeur, car elle paraît avoir été connue avant lui. 
Soit BC la longueur dont il s'agit d'évaluer les frac- 
tions ; on construit sur 
BC un carré ABCD dont 
on divise chacun des côtés 
en un certain nombre de 
parties égales, 10 par 
exemple. On joint les 
points de division de AB 
et DC par des droites pa- 
rallèles, et ceux de BC et 
AD par des transversales 
B-10, 10-20, 20-30,..., 
90-D ; chaque portion de 
transversale comprise entre deux parallèles consécutives 
intercepte ainsi, parallèlement à BC, une longueur 
égale à 1/10 de chacune des divisions de BC, c'est-à- 
dire à 1/100 de BC. 

On transporte la petite longueur BE à mesurer, à l'aide 
du compas à pointes sèches, de telle sorte que l'une des 
pointes du compas glissant sur AB, l'autre décrive une 
parallèle à la même droite; le mouvement se continue 
jusqu'à ce que la seconde pointe du compas rencontre 




A 10 20 30 40 50 60 70 80 90 D 



ANCÊTRES DES INSTRUMENTS DE DESSIN ET DE TOPOGRAPHIE 205 

une transversale. Si cette rencontre a lieu à l'intersection 
d'une transversale et d'une parallèle à BC, la lecture est 
immédiate ; c'est le cas de la figure, où la longueur à 



mesurer BE a pour valeur 7-F = 



60 



100 



^- = ^de 
100 100 



40*» 



BG. Dans le cas contraire, on estime les millièmes de 
la fraction décimale complémentaire. 

On sait que cette échelle est encore employée dans 
le dessin. Elle repose d'ailleurs absolument sur le même 
principe que celle de Levi ben Gerson. 

L'échelle de transversales dans le cercle (16 e s.). — 

Christopu PChler, dans sa Géométrie 
(1563), indique le moyen d'étendre 
l'emploi des transversales à la mesure 
directe des arcs ; mais on a dû utiliser 
ce procédé avant lui. 

Soient 7 quadrants concentriques 
équidistants et numérotés de 1 à 7 
(sur la fig. ci-contre, nous ne don- 
nons que la partie de ces quadrants 
comprise entre 40 et 50°); les qua- 
drants n°* 1 et 7 sont divisés chacun 
en 90 parties égales et on joint chaque 
point de division du quadrant n° 1, 
non pas au point correspondant du 
quadrant n° 7, mais au point suivant. 
Considérons par exemple le rayon joignant le centre 
commun C à la division 40° du quadrant extérieur et la 
transversale suivante mn; les arcs interceptés par ces 
deux droites sur les quadrants successifs ont très sen- 
siblement pour valeurs respectives 0,10', 20', 30', 40', 
50', 1°, en procédant de l'intérieur vers l'extérieur. De 
sorte que si l'on suppose qu'une alidade est fixée en 
C et est mobile autour de ce point, la ligne de visée de 




206 



LA GÉOMÉTRIE DE MESUKE 



cette alidade passant par A, on lira un arc de 40° 40' ; 
si elle passe par B, on aura un arc de 46° 40' ; si elle 
passe entre deux intersections de quadrants et de trans- 
versales, on estimera les minutes. 




49p. 
46 p. 



Le nonius(16 e s.). — Un savant portugais, Pedro 
Nunez, en latin Nomus (1492-1577), a publié en 1542 

dans son De crépus- 
90p. cutis la description 
87 p d'un procédé per- 
mettant de mesurer 
les petits arcs avec 
une approximation 
suffisante. Ce pro- 
cédé consiste dans 
le tracé, sur le quart 
de cercle habituel- 
lement employé à 
cette époque dans 
les observations as- 
tronomiques, de 45 quadrants concentriques. 

Le plus grand, placé à l'extérieur, est divisé en 90 
parties égales, le suivant en 89, puis les autres succes- 
sivement en 88, 87, . . ., 47, 46 parties égales. Chacune 

des divisions équivaut pour le premier quadrant à '— 

ÛAo Jo 

= 1°, pour le second à^- = 1° + — = l o 40", pour le 

OAo 90 

troisième à ^- = 1°+-^ = l°l / 22', pour le quatrième 

88 88 

QAo Qo 

à - - =1°-+- — = l°2 , 4 ir 
87 ^87 ^* i^- 

On cherche, pour une position déterminée de l'ali- 
dade mobile, avec laquelle de toutes les divisions mar- 
quées sur les quadrants coïncide exactement la ligne 
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de visée. Supposons que cette coïncidence ait lieu à la 
10 e division du 4 e quadrant, Tare mesuré aura pour va- 
leur l°2'4"x 10 = 10°20'40". Une table dressée à cet effet 
évite d'ailleurs d'effectuer les calculs. 

On a donné à cette ingénieuse disposition le nom de 
noniuSy rappelant celui de son inventeur. Son emploi 
ne s'est pas propagé, par suite de la difficulté de pou- 
voir déterminer exactement la division correspondant à 
la ligne de visée. 

En outre, la division d'un arc en un nombre pre- 
mier de parties égales, comme 89, 83 était pour l'épo- 
que difficile à réaliser 
m*.* m d'une manière pré- 
'• w * cise. Clavius, dans sa 
Geometria practica 
(1604), nous rapporte 
que Jacob Cdrtius 
trouva le moyen de 
remédier à cet incon- 
vénient par le pro- 
cédé suivant. On pro- 
longe le 2 e quadrant 
de 1° (arc de 91°), le 
3 e de 2° (arc de 92°), 
le 4 e de 3° (arc de 93°), etc., et chacun des arcs ainsi 
obtenus est divisé en 90 parties égales; il est d'ailleurs 
aussi facile que précédemment de trouver la valeur 
d'une de ces parties. 

Clavius fait remarquer à ce sujet que la division de 
chacun des arcs de 91°, 92°, 93°,... serait encore plus 
facile à réaliser si l'on adoptait le diviseur 128 = 2 7 au 
lieu de 90, car on n'aurait alors qu'à effectuer des par- 
tages successifs d'arcs en deux parties égales. 




Le vernier (17c s .) — L'Allemand Clavius en a eu 
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la première idée (1604 et 1612), mais c'est le Français 
Pierre Vernier qui lui a donné (1631) la forme ingé- 
nieuse et pratique que nous lui connaissons. Le vernier 
porte en France le nom de son inventeur ; dans cer- 
tains pays, en Allemagne notamment, on le désigne, 
improprement à notre avis, sous le nom de nonius. 
Voici d'abord la disposition imaginée par Clavius 

pour la mesure de petites longueurs 
rectilignes. Une première échelle AB, 
"3 f" de longueur égale à l'unité, étant divi- 

5 j F sée en 100 parties égales entre elles et 

^-30 à /, il s'agit d'évaluer les dixièmes de 
M - :3 D E: chacune de ces parties, soit les mil- 

lièmes de AB. A cet effet, Clavius (Geo- 
t-*° metria practicd) préconise l'emploi 
d'une échelle auxiliaire fixe CD de 
longueur égale ail parties de AB ou 
r 50 à 11/ et divisée en 10; chacune des 
parties de CD a donc pour valeur 

S~ —/ou encore surpasse/ de - /, de 

B H l 10 

sorte que 6 parties de CD, par exem- 
ple, surpassent 6 / de — - /. 

Soit donc à déterminer la longueur ayant pour va- 
leur 34,6/ (tel est le genre de question envisagé par 
Clavius) ; la division 34 est donnée immédiatement en 
E. Pour trouver la fraction complémentaire 0,6 /, on 
prend à l'aide du compas à pointes sèches 6 divisions de 
CD et on pose une des pointes à la division 34 — 6 = 28, 
en F ; l'autre pointe donne l'extrémité cherchée G de 
la longueur à déterminer, qui est alors AG : FG, qui 
est égal à 6 parties de CD, surpasse en effet la longueur 
FE ou 6 /de 0,6/. 

Au lieu de considérer l'échelle auxiliaire comme fixe, 
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Pierre Vernier la suppose mobile et la fait plisser le 
long de l'échelle principale. Cherchons, par exemple, 
combien d'unités / sont contenues dans une longueur 

donnée, Tune des extrémités de cetle der- 
A r-o-| nière étant à zéro, en A, l'autre extrémité 
EL1J tombant par exemple en G entre les divi- 
sions 34 et 35 ; on amène le zéro de l'échelle 
mobile CD en coïncidence avec G et Ton 
constate que les divisions 39 de AB et 4 de 
CD se correspondent exactement. La divi- 
sion 38 de AB est en avance de 1/10/ sur 
la division 3 de CD ,37 de AB est en avance 
de 2/10/ sur 2 de CD, 36 de AB est en 
avance de 3/10/ sur 1 de CD et 35 de AB 
est en avance de 4/10/ sur de CD ; ainsi 
B c — ' la distance comprise entre G et la division 
35 de AB est égale à 4/10/, et la longueur 
mesurée est égale à (35 — 0,4) /=34,6/. 

Dans la disposition adoptée aujourd'hui, l'échelle 
auxiliaire a pour longueur 9/ et est encore divisée en 
10 parties égales, mais elle permet la lecture directe, 
sans avoir besoin d'effectuer une soustraction comme 
nous venons de le faire. 

Clavius, dans son Astrolabium (1612), étend sa con- 
ception à la mesure des petils arcs sur un quadrant di- 
visé en degrés. Il se sert à cet effet d'un arc auxi- 
liaire fixe de 61° divisé en 60 parties égales; chacune 
de ces parties contient donc l°et 1/60 de degré, soit 
1°1', 2 parties contiennent 2° 2' etc., ce qui permet 
d'obtenir un arc avec une approximation d'une minute. 

Pierre Vernier suppose le quadrant divisé en demi- 
degrés et il emploie, pour évaluer les arcs à une mi- 
nute près, un secteur auxiliaire mobile dont Tare est 
de 31 demi-degrés et est divisé en 30 parties égales ; cha- 

Fourrey. — Curios. géom. il 
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1° 

eune de ces parties a pour valeur -«-4\ deux par- 
ties équivalent à i° 2', etc. Le secteur auxiliaire est fixé 
à l'alidade mobile de sorte que le zéro du premier cor- 
responde à la ligne de visée de la seconde ; la lecture 
d'un arc se fait directement comme nous l'avons indi- 
qué pour la mesure des segments linéaires, en cher- 
chant quelles sont les divisions du quadrant et du secteur 
qui sont en coïncidence. 

À vrai dire, Pierre Vernier n'avait appliqué son in- 
vention qu'à la mesure des arcs, mais son extension à 
la mesure des segments de droite en découle natu- 
rellement. 
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§ 7. — Nivellement. 

1° Niveaux à perpendicule. 

Le niveau de maçon. — Si nous en croyons Pline 
l'Ancien (Liv. VII, Chap. LYI), le niveau de maçon aurait 
été inventé par Théodore deSamos, architecte du temple 
d'Ephèse. L'emploi de cet instrument remonte assuré- 
ment à une très haute antiquité. On le trouve figuré en 
particulier sur une pierre tombale du cimetière romain 
des Aliscamps (près d'Arles). 
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Sa forme affectait généralement, dans l'Antiquité et 

le Moyen âge, celle d'un trian- 
gle équilatéral ; c'est ainsi 
qu'on le trouve représenté dans 
un traité arabe du 13 e siècle 
relatif aux instruments astro- 
nomiques et rédigé par Aboul 
Hhassan. On sait qu'aujour- 
d'hui le niveau de maçon a la 




Plan horizontal 

Niveau de maçon. 



forme d'un triangle rectangle isocèle. 

La dioptre de Vitruve (1 er s.). — D'après M. Cantor, 
cette dioptre serait la même que celle de Héron ; mais 
un passage de l'auteur allemand Dubravius (1545), 

signalé récemment par M. Ku- 
charzewski , laisse supposer que 
cet instrument est constitué 
comme suit. 

Une plaque métallique AA 
est recourbée à ses extrémités ; 
les retours B sbnt munis de 
pinnules dans la direction de 
la ligne de foi mn tracée sur A. 
Un support C muni d'une poi- 
gnée D permet de tenir l'ins- 
trument suspendu. Enfin, un 
fil à plomb E a son point d'at- 
tache un peu au-dessous de la 
poignée et vient battre le re- 
père p sur mn quand cette der- 
nière droite est horizontale ; un second repère est gravé 
en q sur le support C pour permettre la vérification de 
l'attache du fil à plomb. 

L'instrument est portatif, la plaque A n'ayant que 7 
ou 8 doigts de longueur (0 m ,15 à O^O). 




Dioptre de Dubravius 
(et de Vitruve?) 
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Le niveau à balancier d'Aboul-Hhassan (13 e s.) — 

Ce niveau, décrit par l'auteur arabe Aboul Hiiassax 
dans un traité relatif aux instruments astronomiques, 

sert à vérifier, com- 

A s B 




V 




m 



1 H L M 

Niveau à balancier d'Aboul-Hhassan. 



me le niveau de ma- 
çon (ou de poseur), 
l'horizontalité d'un 
plan. 

Il est constitué 
par une règle de cui- 
vre ou de bois dur 
AB, fixée au sommet 
de deux pieds pyra- 
midaux identiques,, 
et faisant des angles 
égaux avec les arêtes correspondantes de ces deux pieds. 
Une languette COQ, en forme de triangle isocèle, est 
fixée à la partie inférieure de la règle AB de telle sorte 
que son sommet C se trouve sur la perpendiculaire éle- 
vée au centre S de la face supérieure de AB. 

On place en ce point S la pointe Z du perpendicule 
ou balancier représenté à droite de la figure et dont un 
plomb Y assure la stabilité. Les deux branches du 
perpendicule se trouvent ainsi disposées de part et 

d'autre de la règle AB ; si le 
plan sur lequel on fait re- 
poser le niveau est horizon- 
tal, le plan vertical formé 
par ces deux branches passe 
par le sommet G de la lan- 
guette. 

La Synwaya de Stru- 

Synwaya do Strumienski. mlen ski (16* S.) - L'au- 

teur polonais Strumienski indique (1573) un procédé 
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rudimentaire de nivellement qu'on retrouve encore un 
siècle plus tard. 

Deux jalons J et J' étant placés aux points A et B 
dont il s'agit d'obtenir la différence de niveau, deux 
aides viennent tenir contre les jalons des couteaux G et 
O ; on dispose par dessus une longue règle de bois DE 
(synwaya) sur laquelle est fixé un niveau de poseur. On 
déplace l'un des couteaux jusqu'à ce que le fil à plomb 
batte son repère : la règle DE est alors horizontale. On 
mesure les longueurs AD et BE dont la soustraction 
donne la différence de niveau cherchée. 



Le tèrazi (') ou niveau à cordeau de Beha-Eddin 
<16 e s.). — Dans son Essence de calcul, l'auteur syrien 
Beha-Eddin (1547-1622) décrit un niveau à cordeau 

ou tèrazi, qui était 
également connu du 
polonais Strumienski 
(1573); cet instrument 
était encore le niveau 
préféré des fontainiers 
de Gonstantinople au 
commencement du 19 e 
siècle. 

Soient deux points A 
et B dont il s'agit d'évaluer la différence de niveau. On 
plante en A et B deux jalons AI et BJ de longueur égale 
et dont on vérifie la verticalité au moyen du fil à plomb. 
Entre I et J on tend un cordeau au milieu duquel on 
suspend par deux crochets G et H un triangle isocèle 
CDE en métal ajouré; au milieu F de la base de ce 
triangle est fixé un fil à plomb FL. 

Si le fil passe par le sommet E de CDE, le cordeau 




Le tèrazi. 



(') Tèrazi, mot persan et turc qui signifie balance, équilibre. 
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IJ est horizontal et les points A et B sont au môme ni- 
veau ; s'il coupe au contraire l'un des côtés, CE par 
exemple, on baisse l'extrémité J du cordeau jusqu'en 
un point J' pour lequel FL passe par E : on n'a plus 
qu'à mesurer JJ , qui représente la différence de niveau 
cherchée. 

Quand il s'agit du nivellement composé, c'est-à-dire 
d'une opération ayant pour but de trouver la différence 
d'altitude de deux points éloignés en procédant de pro- 
che en proche à l'aide de nivellements intermédiaires 
simples, les fontainiers de Constantinopleopèrentcomme 
suit. Au lieu d'écrire les différences successives obte- 
nues, ils « les portent sur une petite ficelle qu'ils rou- 
lent autour des quatre derniers doigts de la main gau- 
che, serrant fortement entre le pouce et l'index l'endroit 
de cette ficelle qui marque la dernière différence de 
niveau ; on développe ensuite la ficelle, on mesure et 
on a la différence de niveau totale » (Andréossy). 



2° Niveaux à eau. 

La dioptre de Héron (1 er s.)- — Pour être em- 
ployée dans le nivellement, la dioptre (§ 2) était dis- 
posée de manière à recevoir un niveau d'eau, mobile 
autour de l'axe de l'instrument dans un plan horizon- 
tal. M. H. Schône pense (1903), contrairement à l'avis 
de Venturi (1814) et de Vincent (1858), que pour cet 
objet on substituait à l'alidade une règle spéciale dont 
il a donné une restitution. 

Hérox, dans son Traité de la Dioptre, enseigne la 
construction d'une mire analogue à notre mire à voyant 
et destinée à être employée avec la dioptre. Elle est 
constituée par une pièce de bois équarri le long de la- 
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quelle peut se mouvoir un disque. D partagé par un 
diamètre horizontal LL' en deux demi-cercles, l'un blanc 

et l'autre noir ; ce disque porte un te- 
non qui peut glisser dans une rainure 
en queue d'aronde pratiquée au milieu 
d'une des grandes faces de la pièce de 
bois. Le disque est manœuvré au moyen 
d'une corde passant sur une poulie P 
fixée à la partie supérieure de la mire. 
Celle-ci peut être rendue verticale au 
moyen d'un fil à plomb F placé le long 
de Tune des faces latérales. Enfin, la 
face latérale opposée à cette dernière, 
celle de droite sur la figure, porte une 
échelle divisée sur laquelle se meut un 
index fixé à la face postérieure du 
disque. 

Héron décrit très clairement, avec 
figure à l'appui, le procédé de nivelle- 
ment, que nous appelons aujourd'hui composé 9 pour dé- 
terminer la différence de niveau de deux points donnés. 




Mire de Héron 
(Restitution). 



Le chorobate et la balance à eau de Vltruve 

(l cp s.). — Dans son Architecture (Livre VIII), Vitruve 
indique que pour prendre le niveau de l'eau « on se sert 
des dioptres, des balances à eau ou du chorobate. Le 
chorobate est le plus exact, les autres peuvent induire 
en erreur. » 

Seule, la description du chorobate nous est parvenue, 
sans figure toutefois. Nous avons donné précédemment 
la constitution probable de l&dioptre ; qu^nt h\& balance 
à eau, il s'agissait peut-être du niveau d'eau. 

D'après la restitution qu'en a donnée l'architecte an- 
glais Newton et qui nous paraît la plus vraisemblable, 
le chorobate se compose d'une règle aa longue de 20 
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pieds, supportée à ses extrémités par les pieds e, e ; la 
liaison de ceux-ci avec la règle est assurée au moyen 
de traversesi/, «. Des fils à plomb r, r viennent battre 
des repères placés sur //, u lorsque aa est horizon- 
tale. 




Chorobate de Vitrine 
(Restitution de Newton, 1771). 



Enfin, pour le cas où le vent empêcherait de se servir 
des fils à plomb /', r, un canal nn long de 5 pieds, large 
d'un doigt et profond d'un doigt et demi est creusé sur 
la face supérieure de la règle ; on y verse de l'eau pour 
vérifier si cette face est bien horizontale. 

Un nivellement chez les Hindous. — Un commen- 
tateur d'Âryabhatta, Paramâdîçvara, indique le procédé 
suivant pour reconnaître si un sol est horizontal: « Ayant 
fait à l'œil le sol d'égal niveau, on y dessine un cercle, 
puis en dehors un espace annulaire large de 2 ou 3 
doigts et l'on creuse l'intervalle entre les deux circon- 
férences pour se procurer une rigole. Si tout autour 
l'eau est à fleur de terre, le sol est de niveau; là où 
l'on voit un abaissement de l'eau, il y a surélévation 
du sol ; là où il y a surélévation de l'eau, il y a dépres- 
sion du sol. Voilà. » 

Les Hindous ont d'ailleurs connu le niveau d'eau. 



Le niveau à auget de Strumienski (16 e s.). — Il se 
compose d'une auge en fer A A remplie d'eau, ayant ses 



V B V 



ANCÊTRES DES INSTRUMENTS DE DESSIN ET DE TOPOGRAPHIE 217 

bords relevés aux extrémités E, et supportée par un 
pied B vraisemblablement par l'intermédiaire d'une ar- 
ticulation en G ; des 
e e ouvertures P for- 

■ 'BÉlIlMIM f F !l ^p ménagées dans les 

jljyyi ^^4>° mités. Enfin des vis 

. ^ . , . plaque D disposée 

Niveau a auget de Strumicnski * * * , 

(Restitution). perpendiculaire- 

ment au pied, per- 
mettent de régler la position de l'auge. Si les bords 
supérieurs de celle-ci et la surface de l'eau sonl paral- 
lèles, la ligne de visée des pinnules est horizontale. 

Le procédé adopté par Strumienski pour régler la po- 
sition de l'augct se retrouve dans certains de nos ni- 
veaux actuels. 

Le niveau à bulle d'air (17 e s.)- — Libri avance, 
dans son Histoire des Mathématiques, d'après un recueil 
anglais (Asiatic Researches, tomes V, p. 87, et IX, p. 
326-328), que les Hindous connaissaient le niveau à 
bulle d'air ; nous croyons à un lapsus de cet historien, 
car nous voyons seulement mentionné le niveau d'eau 
dans le deuxième passage signalé. Il n'est d'autre part 
guère admissible que l'emploi de cet instrument si pra- 
tique ne se soit pas propagé d'abord chez les Arabes et 
de là chez les Européens. 

Nous considérerons donc, jusqu'à preuve du contraire, 
le niveau à bulle d'air comme une invention moderne ; 
elle est due à un savant français, Thévenot, qui la dé- 
crivit dans un écrit anonyme paru en 1666. Restée ina- 
perçue en France, cette invention eut plus de succès 
en Angleterre et en Italie, d'où elle regagna son pays 
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d'origine ; en 1681 , Thévenot la décrivait à nouveau et 
en réclamait la paternité dans son Recueil de voyages* 
« On choisit un tuyau de quelque matière transparante, 
un canon de verre par exemple, dont les costez soient 




Niveau à bulle d'air 
de Thévenot. 

parallèles ; d'un diamettre qui puisse recevoir le petit 
doigt, et qui soit environ sept ou huit fois plus long que 
large. On le ferme par un bout, et on y met quelque- 
liqueur. L'esprit de vin y est fort propre, parce qu'il 
ne fait point de sédiment et qu'il ne gelé jamais. On 
laisse du tuyau environ un peu moins de vuide qu'il n'a 
de diamètre ; on le bouche après, ou on le scelle par 
le feu. 

« Lors qu'on s'en sert et qu'on l'applique sur le plan 
que l'on veut examiner, l'air qui y est enfermé monte^ 
aussi-tost vers la partie du plan la plus élevée, et de- 
meure sans mouvement lorsque le plan est horizontal, 
et cela toujours avec la mesme justesse, quelque temps 
qu'il fasse. » 

L'ingénieur français Chézy enseignait un siècle plus 
tard le moyen de rendre régulière la surface intérieure 
du tube en la rodant au moyen d'un mandrin recouvert 
d'émeri. 

L'emploi de cet instrument si simple qu'est le niveau 
à bulle d'air a produit une véritable révolution dans 
l'art du nivellement. 
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CHAPITRE II 



MESURE DÈS POLYGONES 



§ 1 . — Triangles. 



Triangle isocèle. — Manuel égyptien d'Ahmôs (2000 ans 
av. J.-C). — « S'il t'est donné un triangle [isocèle] de 
10 perches à son côté, 4 perches à sa base, quelle 
est sa superiicie? » 

L'auteur multiplie la demi-base par le coté, ce qui 

donne 20 perches carrées. 
La superficie exacte se- 
rait 19 p ,6, soit une diffé- 
rence de 2 % environ. 

D'une manière géné- 
rale, si b est la base et c 
le côté, ce procédé re- 
vient à remplacer la formule exacte 




Fac-similé du Manuel égyptien 
d'Ahmés. 



b I t 6* b . i b \ 



par la formule approximative 

i xc ' 

d'autant plus près de la vérité que b est plus petit par 
rapport à c. 
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La seconde formule n'exige pas, comme la première, 
une extraction de racine carrée, opération que le cal- 
culateur égyptien ne savait probablement pas effectuer. 

Ahmès généralise cette règle dans la recherche de 
Taire du trapèze isocèle (§ 2). 

Inscription hiéroglyphique dn temple d'Edfou (100 av. J.-C). 
— Cette inscription donne une énumération,avec plan 
à l'appui, des différents terrains formant la propriété 
foncière du temple. 

Nous verrons plus loin (§ 2) que sur cette même ins- 
cription, Taire du trapèze isocèle est obtenue en fai- 
sant le produit des demi-sommes des côtés opposés; 
Taire du triangle isocèle se déduit de cette formule en 
supposant la petite base nulle. Ainsi les côtés du tri- 
angle isocèle de base 2 et de côté 3 sont ainsi dénom- 
més 

« sur 2, 3 sur 3 » 

et Taire est ainsi calculée 

0+2 3+3. 

Le résultat exact serait 2,83. 

D'une manière générale, Taire d'un triangle isocèle 
de base b et de côté c serait 

+ A * + c_ * 

2 ~ X ~T "~^ XC - 

Cette règle est donc au fond la môme que celle d' Ahmès, 
mais la marche suivie pour y arriver est essentielle- 
ment différente. 

Métriques de Héron (1 er s.?). — « Soit ABG un triangle 
isocèle dans lequel AB = AG = 10, BG = 12. Trou- 
ver son aire. » 
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Héron calcule la hauteur 




AD = \/AB — BD *=v/l00 — 36 = 8 

et démontre que l'aire du triangle 
ABG est la moitié de celle du rec- 
tangle BEZG, c'est-à-dire qu'elle est 

égale à i^<- 8 = 48. 
b 2 

Écrits héroniens. Geometria (10 e s. ?). — 
L'aire du triangle isocèle se calcule comme dans les 
Métriques ; mais alors que Héron n'emploie que des 
nombres abstraits, on opère dans la Geometria sur des 
quantités concrètes, mesures effectives de longueur et 
de superficie. 

Comme unité de longueur on voit figurer en particu- 
lier le scholnion, valant environ 20 mètres. Parmi les 
unités de superficie se trouvent le scholnion carré et le 
modius, valant 2 schoïnions ; ce dernier représente la 
surface de terrain sur laquelle on employait comme 
quantité de semence une mesure de capacité appelée 
précisément modius. 

Ayant donc à calculer un triangle isocèle dont la 
base a 6 schoïnions et le côté S, le rédacteur de la Geo- 
metria évalue la hauteur relative à la base. Cette hau- 
teur étant de 4 schoïnions, la superficie du triangle est 

de = 12 schoïnions carrés; il fallait donc 6 mo- 

dius de grain pour ensemencer le terrain correspondant. 

Traité d'arpentage d'Epaphroditus et de Vitruvius Rufus 
(l er -2 c s.?). — Dans la première partie de ce recueil ro- 
main, due vraisemblablement à EpAPHRODiTusqui serait 
un arpenteur, on calcule Taire du triangle isocèle à la 
manière égyptienne. 
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Dans la seconde partie, dont l'auteur serait l'architecte 
Vitrcvius RuFps, le calcul est dirigé comme dans 
l'exemple ci-dessus cité des écrits héroniens. 

Arithmétique de Brahmegupta (628). — « Quelle est l'aire 
d'un triangle isocèle de base 10 et de côtés 13? 

Les moitiés de la somme des côtés opposés sont o 
et 13; leur produit 65 est l'aire grossière. » 

Il est remarquable que cette règle soit la même que 
celle de l'inscription égyptienne d'Edfou,. mais Brah- 
megupta ne la considère que comme approximative ; 
il donne en outre une règle exacte reposant sur le cal- 
cul de la hauteur. 



Propositions d'Alcuin (8 e s.). — « Problème du champ 
triangulaire. — Un champ triangulaire a 30 perches 
d'un côté, 30 perches de l'autre et 18 de base. Dire, 
qui le peut, combien il doit contenir d'arpents? » 

La règle pour calculer l'aire en perches carrées est la 

même qu'à Edfou: - 8 - . 30 + 30 = 270** ; l'auteur 
^ 2 2' 

transforme ensuite ce résultat en arpents. 



Triangle équilatéral. — Métriques de Héron (1 er s.?). — 

« Soit un triangle équilatéral dont 
chaque côté est égal à 10. Trouver 
son aire. » 

L'auteur procède ainsi. AD étant 
la hauteur relative au côté BC et 
T l'aire du triangle, on a successi- 
vement 




BC =4BD, 



AD =AB — BD =3BD, 
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d'où 




m:' _ 4 
ad 2 3 




2 

m: _ 

AD 


BC _ 4 _ 




Bc/ x AD' 3 


ou encore 
On en tire 




BC _16 

(2T) 1 1 2 



16 
12 



p = A»C ; = - 3 -x 10000 = 1875. 
16 16 

T est alors donné par la racine carrée de 1875, qui 
est approximativement 43 1/3. 

Remarque. — On a ignoré pendant longtemps com- 
ment les anciens Grecs extrayaient les racines carrées. 
Paul Tannery a mis au jour en 1894 un passage inédit 
indiquant le procédé suivi par Hérox et qui fut vrai- 
semblablement le seul classique chez les Grecs. La dé- 
couverte du manuscrit des Métriques est venue confirmer 
le fait. 

Appliquons ce procédé à l'exemple ci-dessus. Le carré 
le plus voisin de 1875 étant 1849, dont la racine est 43, 

26 

on divise 1875 par 43 ; le quotient est 43 -+- — > soit en- 

43 

2 • 2 

viron 43 - . On y ajoute 43, il vient 86 -; on en prend 

o o 

la moitié, ce qui donne 43 1/3 : c est la racine approchée. 
Si Ton voulait obtenir une plus grande approximation, 
on opérerait sur 43 1/3 comme on Ta fait sur 43. 

Avec les notations actuelles, si A est un nombre non 
carré parfait, a une valeur approchée de sa racine, la 
méthode de Héron revient à prendre pour y/Â la nou- 
velle valeur approchée 
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puîs a * = i(£ +ai ) 



Écrits héroniens. Geometria (10 e s.î) — On calcule Taire 

du triangle équilatéral en faisant le produit du carré de 

11 1 1 1S 

côté a par la somme — h-r^:- Comme— -4- ~- = ~, 
r 3 10 3 10 30 

13 
cela revient à employer la formule a 1 x — ou à prendre 

/- 26 . 

y 3 = — = 1,733... (On arriverait à cette expression 

de y/3 au moyen de la méthode d'approximation de Héron 

«n adoptant — comme première valeur approchée). 

o 

Cette môme règle se retrouve chez quelques auteurs 
latins, notamment chez Coixumelle et J. S. Frontinus 
(1 er s), dans la Géométrie de Gerbeut (10Ml e s.) 
et dans diverses Géométries pratiques de la Renais- 
sance. 

Traité d'arpentage d'Epaphroditua et de Vitrnvius Rufus 

(2 e s. T ). — « On a un triangle iso- 
cèle tel que chacun des deux côtés 
&/ \A soit égal à la base qui a 28 pieds. 

^'Supcrûdcx ^ e cherche combien de pieds [carrés] 
ccccvi/fafc \ contient la surface, 
xxvm Je multiplie un côté par lui- 

môme 28 x 28 = 784, puis Ra- 
joute la valeur d'un côté 784 + 28 = 812, je divise 

812 
par 2, - • = 406, Telle est la surface du triangle. » 

Autrement dit, si a est le côté du triangle évalué en 
unités de longueur, le procédé de l'auteur revient à 

employer la formule — —= v'"*~ j c'est-à-dire 

* J 2 2 

Fourrey. — Curiox. géom. 15 



■ 



I » 

I 
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que l'aire numérique du triangle équilatèral de côté a 
et le nombre triangulaire (*) de même côté sont considé- 
rés comme équivalents» Cette erreur bizarre se repro- 
duit plus loin pour les autres polygones réguliers dont 
Taire numérique est considérée comme équivalente au 
nombre polygonal (') correspondant; on la retrouve 
chez d'autres agrimenseurs et compilateurs latins, 
notamment chez Boèce (6 e s.). 

En ce qui concerne le triangle équilatèral, la diffé- 
rence entre la formule fausse et la formule exacte serait, 
dans l'exemple numérique considéré ci-dessus, de 66,55 
pour une aire exacte de 339,47, soit d'environ 20 °/ . 

La solution de l'auteur romain est suivie d'une pré- 
tendue démonstration qui n'est qu'une pétition de prin- 
cipe. Etant donné Taire 406 d'un triangle équilatèral, 
il s'agit de déterminer le côté de ce triangle. Vitruvius 

Hufus se sert à cet effet de la formule a = *- ^ — ^- T 

où S désigne Taire du triangle, pour calculer le côté ; 
il retombe ainsi sur la valeur 28 donnée ci-dessus, ce 
qui prouverait l'exactitude du calcul de Taire. Il est 
aisé de trouver le défaut de ce raisonnement ; la formule 

a = V_±iZl_Z1_ es t e n effet l'expression S = — ^— 

dé ÎS 

écrite sous une autre forme, ainsi qu'il est facile de le 
vérifier ; partant de Tune, on doit dès lors nécessaire- 
ment retomber sur l'autre, et si Tune est fausse, l'autre 
Test également. 

Lettre de Gerbert à Adelbold (vers 997). — Dans une 
lettre à son ami Adelbold d'Utrecht', Gerbert montre 

clairement l'inexactitude de la formule S = a \ a ~*~ l 

2 



(*) Voir pour les Nombres polygonaux le Chap. IV (i w Partie) de nos. 
Récréations a ritkmétiq ues. 
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donnée par les agrimenseurs romains pour le calcul de 
Taire du triangle équilatéral de côté a, formule qu'il 
appelle arithmétique, par opposition à la formule exacte 
qu'il qualifie de géométrique. 

Il donne d'abord la règle suivante pour le calcul de 

A 

la hauteur dans le triangle équilatéral : « retrancher — 

fi 
du côté et accorder les — restante à la hauteur », ce qui 

/- 12 
revient à faire V 3 = -= = 1 ,714 . . . 

7 

Il considère ensuite un triangle équilatéral ayant 7 
pieds de côté; sa hauteur aura 6 pieds, d'après ce qui 
a été admis ci-dessus. La règle arithmétique donne pour 

l'aire du triangle ^ T" ' = 28 , et la règle géomé- 

7 ^ fi 
trique —^-^ = 21. Gerbert explique les causes de cette 

différence. Soient disposées : sur la base, une bande de 7 

pieds carrés ; et au-dessus, des bandes 
contenant successivement 6, 5, 4, 3, 
2, 1 pieds carrés. Le nombre de ces 
carrés est le nombre triangulaire de 

côté 7, soit 7 ^±J^ = 28 ; e t leur 

aire totale, 28 pieds carrés, est celle 
donnée par la formule arithmétique. 
Or, celle-ci compte comme incorporées au triangle de 
base 7 et de hauteur 6 les portions ombrées des 
carrés latéraux qui se trouvent précisément en dehors 
de ce triangle; l'aire résultant de la formule arithmé- 
tique est donc trop forte. 

Dans un autre passage de la même lettre, Gerbert 
indique qu'on peut aussi prendre comme hauteur du 

13 
triangle équilatéral les — du côté, ce qui revient à 
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adopter pour y 3 la valeur -= 1,733 . . . , plus appro- 

12 

chée de la valeur exacte que - • 

Triangle rectangle. — Héron, dans ses Métriques, 
considère l'aire du triangle rectangle comme équivalente 
à la moitié de celle d'un rectangle de môme base et de 
même hauteur. 

Les agrimenseurs romains et les auteurs hindous 
emploient la règle actuelle. 

Triangle scalène. — Métriques de Héron (1 er 8.) — 
Héron suppose les trois côtés connus; il calcule une 

hauteur, puis Taire par la 
règle ordinaire. Il distingue 
à cet effet deux cas, celui où 
les angles B et G à la base 
sont aigus et celui où l'un 
C des angles est obtus ; on 
peut reconnaître immédia- 
tement à quel cas correspond 
un triangle donné, car on a dans la première hypothèse 

ÂB* < BC'+ \C et SA] < AB* + Bc\ etdansla seconde 





AB >Bii +AC . Le procédé de détermination de la 
hauteur est un peu différent dans les deux cas. 

Nous nous contenterons d'indiquer succinctement le 
calcul de Héron pour un triangle acutangle de côtés 

AB = 13, BC=14, AC = 15. (Î3* < Ï4*-+-Ï5'\ 

15 <13 -Mi). AI) étant la hauteur, on a, d'après 
un théorème des Éléments d'Euclide, 



« 



AC =AB -+-IU) — 2BCxBD. 



Remplaçant les côtés AC, AB et BC par leurs valeurs 
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I % % 

numériques, on trouve BD = 5, d'où AD = y AB — BD 
= 12 ; et l'aire est 12 ^ 14 = 84. 

On retrouve la même règle dans les écrits héron iens, 
dans le Traité d'arpentage d'EpAPHRODiTus et de Vitru- 
vius Rltus, chez les Hindous et dans les Géométries 
pratiques du Moyen âge et de la Renaissance. 

Arithmétique de Brahmegup ta (628). — L'auteur hindou 
donne, sans démonstration, la règle suivante pour le 
calcul de la hauteur; elle est reproduite dans le Lîlâ- 
vatî de Bhàskara (12 e s,). « La différence des carrés des 
côtés étant divisée par la base, le quotient est ajouté à 
la base, puis soustrait d'elle : ia somme et la différence 
divisées par 2 sont les segments (déterminés par la 
hauteur sur la base). La racine carrée de la différence 
des carrés du côté et du segment de la base qui lui 
correspond est la hauteur. » 

Soient, en effet, a, 6, c les côtés, s 
et r les segments, h la hauteur. 

On a 

s 2 = c s — h\ (1) 

r* = b* — h\ (2) 




B * D 



c'est-à-dire 



d'où 



»»î 



S*=& 



Mais 



(r + s)(r — s) — b* 
r-+-s = a: 



c\ 



(3) 



on déduit donc de (3) r 



-5 = 



Ô 2 — C< 



a 



fol £2 

Posons = q ; il vient 



a 



r + .v = a, 
r — s = q. 
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On en tire enfin 



2 



r = 



a — a 
S =2 



Ces valeurs des segments sont bien la traduction 
algébrique de la règle donnée ci-dessus. 

On détermine ensuite la hauteur comme à l'ordinaire, 
au moyen de Tune des formules (1) et (2). 

Commentaires de Bhàskara par Ganesa (16 e s.). — Ganesà 

mène par le milieu G delà hauteur AD 
une parallèle HI à la base BG, qui 
détermine deux triangles rectangles 
AGH et AGI. Ces deux triangles, placés 
respectivement en BEH et CFI, donnent 
un rectangle BEFC de base BC, de 
AD 




hauteur 



et dont Taire est la même 



que celle du triangle proposé. — « Voyez », ajoute l'au- 
teur hindou, et il en déduit la règle actuelle donnant 
Taire d'un triangle. 

Algèbre d'Âl Khârizmi (820). — Dans la partie géométrique 

de son Algèbre, l'auteur arabe enseigne 
le calcul algébrique d'une hauteur 
d'un triangle dont on connaît les trois 
côtés 13, 14, 15. 

En désignant par a: le plus petit seg- 
ment déterminé par la hauteur AD sur 
la base BC, on a dans les triangles 
rectangles ADB et ADC 




AB — BD =AD =AC —CD , 



ou 



15* — (14 — J?) i = 13 s — x f . 
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En effectuant et simplifiant, il vient 

28 x =140, 
d'où x = 5. 



On en déduit la hauteur y/13* — x*= 12 et la surface 

14 
2 



du triangle 12 x™ = 84. 



Aire du triangle en fonction des trois côtés. — La 

première mention de la règle donnant Taire du triangle 
•en fonction des trois côtés se trouve dans Héron 
d'Alexandrie (l ep s.?). Toutefois, cette règle paraît anté- 
rieure au savant grec, qui en donne la démonstration 
dans deux de ses ouvrages : les Métriques et le Traité de 
la Dioptre. 

Dans le Livre des trois frères arabes, Mohammed, 
Ahmed et Alhasan (9 e s.), on rencontre une nouvelle 
démonstration, la première que nous ayons connue en 
Europe ; elle est reproduite par Léonard de Pise dans 
sa Géométrie pratique (1220), puis par Jordanus Nemo- 
rarius (13 e s.) et par la plupart des géomètres de la Re- 
naissance. 

Il est remarquable que chez Héron, chez les Hindous, 
comme chez tous les auteurs que nous venons de citer, 
on fait application de la règle au triangle de côtés 
13, 14 et 15 dont Taire est 84. On est donc conduit à se 
demander si ces trois nombres n'ont pas une origine 
commune ; mais ainsi que Chasles Ta fait observer, les 
Grecs, les Hindous et les Arabes ont très bien pu par- 
venir séparément à reconnaître que 13, 14 et 15 sont 
les moindres nombres qui donnent une aire rationnelle 
pour les triangles acutangles. 

On trouve encore postérieurement d'autres démons- 
trations nouvelles par Newton dans son Arithmétique 
universelle (1707), Euler dans les Nouveaux Commen- 



232 



LA GEOMETRIE DE MESURE 



tairesde Pétersbourg (tome I, 1747-48), Boscovich dans- 
1c tome V de ses Œuvres, concernant l'optique et l'as- 
tronomie (1785); cette dernière démonstration est ob- 
tenue par des considérations trigonométriques. 

Dans ce qui suit, nous représenterons pour simpli- 
fier par a, A, c les côtés du triangle ABC respective- 
ment opposés aux angles A, B, C, par p le demi-péri- 
mètre, par r le rayon du cercle inscrit, par I), E. F les 
points de contact de ce dernier avec les côtés <?, o, 1/ 
et par S Taire du triangle. 

Démonstration de Héron (1 er 8.). — On prolonge AC d'une 

longueur CJ = BE ; il en 
résulte que \J = p et que 
AixQF=pr = S. 

Elevons maintenant deux 
perpendiculaires, Tune en O 
sur AO, Vautre en C sur AC : 
elles se rencontrent en L. 

AOL et A CL étant droits, 
les quatre points A, O, C, L 
sont sur une même circon- 

■ _ 

férence et Ton a AOC-f- ALC 
= 2 dr. Mais OA, OB, OC étant bissectrices des angles 

DOF, DOE, EOF dont la somme est 4 dr., AOC + ÉOE 

= 2 dr. et on a ALC = BOK. Les deux triangles rec- 
tangles ACL et BEO sont semblables et donnent 






AC BE CJ 






CL ~ ÔË ( >F ' 




d'où 


AC_CL_CK 
CJ OF KF 




< >n en déduit 






AC + CJ_ 


CK-+-KF 


AJ _ CF 


a~ 


: KF ' °" 


CJ KF 



I 
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Par suite, le triangle AOK étant rectangle, 



AJ 



AFxCF AFxCF 



AJxCJ AFxKF 
Il vient alors 



OF 



-î 



AJ x OF = AJ x AF x CJ x CF ; 



mais 



On a donc 



.U X0F" = S», AJ=/>, \.V=p — a, 
CJ = BE = p — b, CF = p — c. 



S = \/p (p — aXp — bXp — c). 

Démonstration des trois frères arabes (9« s.) — Prolongeons 
BA de AG = CF, BG de CI = AF;onaBG = BI = p. 
Menons en G une perpendiculaire jusqu'à sa rencontre 

en 0' avec la bissectrice BO de ABC. O'I est perpendi- 
culaire sur BC et égal à O'G, car les deux triangles 
BGO' et BIO' sont égaux. Prenons sur AC, AH = AG 

et tirons 0' A, O'H, O'G. On a (TC* = Ô'V + îc\ 



-~î 



O'A = O'G + AG , d'où OC — O'A = IG — AG . 
Comme AH = AG = f> — c, CH = i — AH= ô — AG 

= p — rt = IC, on en déduit 




OC— OA =CH — AH. 

Or dans un triangle AO'C 
cette dernière relation n'a 
lieu que si II est le pied de 
la perpendiculaire abaissée 
de 0' sur AG (*) ; donc les 
angles en H sont droits et il 
en résulte que O'A est bissec- 
trice de GOIL 



(') Voir plus haut le calcul de la hauteur dans un triangle scalène 
(Règle de Brahmegupta). 
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D'autre part, on a dans le quadrilatère birectangle 

GAHO', GÎ5 + G01ï=2.dr. ; comme ÊAÏÎ + tfAH 

= 2dr., on en déduit GOlï=BAH et, en prenant les 

moitiés, <jO'A = DAO. Les deux triangles rectangles 
AGO' et ADO sont alors semblables et donnent 

Çg = M, d'où ODxO'G = ADxAG. 
A G G , 

Mais 



OD OD OD 



OG OD x OG AD x AG 

D'ailleurs, à cause des parallèles OD et OG, on a 

OD = BD 
OG 60" 

,, , OD 2 BD 

d0U ÂD^ÂG = BG- 



On en déduit OD x BG = AD x BD x AG 



et OD xBG =BGxADxBDxAG. 

On aODxBG = S, BG=/>, AD=/> — a, 
BD=p—b, AG=p — c 1 



et enfin S = \^p(p — a)(p — b\p — c). 

Démonstration classique. — Le fond de cette démonstra- 
tion paraît emprunté à la précédente, mais l'exposition 
en est beaucoup plus simple et repose sur la considé- 
ration d'un des cercles exinscrits au triangle. Nous 
n'avons pu retrouver à quel auteur est due cette sim- 
plification. 

Soient donc 0' le centre du cercle exinscrit, de rayon 
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/•', correspondant à l'angle B ; G, II et I les points de 
contact de ce cercle avec les côtés du triangle. 

On a d'abord S =pr, (1) 

puis S = O'AB + O'CB — O'AC = (c + a — b) ^ 

= (p-b)r>. (2) 

Multiplions (1) et (2) 
membre à membre : 

& = p(p — b)rr'. (3) 

Nous allons, comme dans 
la démonstration arabe, 
transformer le produit rr' 
ou OD x O'G par la consi- 
dération des triangles AGO' 
et ADO, qui sont sembla- 
bles comme ayant les côtés perpendiculaires. 
On a 

ODxO'G ou rr'=:ADxAG = (p—aXp — c). 

En portant cette valeur de rr' dans (3), on obtient 

S 8 =p(p-aXp— bXp-c). 

Démonstration de Newton (1707). — Soit Pie milieu de AC. 

Portons sur AC,de 
B chaque côté de A, 

AJ=AK=c, puis 
de chaque côté de 
C,CL=CM = a, 
£ et menons BJ, BK 
puis BN perpen- 
diculaire sur A(j. 
On a 



^^1 




■A*'-A P* K JC BL 



tu 



AB — CB = AN— CN = (AN -+- CN) (AN — CN) 

= AC x 2PN , 
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a ou PIN = — - — = 

2AC 2b 

De PK = c — — retranchons PN, il reste 

^ K = 2bc — b i — ^-j- a^_ a i — (b — cy 

2b ~ 2b 

_ (a-\-b — c)(a — b - +-c) _ç i (p — c)(p — b) 

2b b 

Retranchons ensuite NK de JK = 2c, il vient 

JN = 2r 2bc — b* — c>-+-a> = (b-hcy — a* 

2b 2b 

_(b-hc-ha)(b-\-c — a)_ 2p(p—a) 
~ 2b ~ b 

Or, puisque AB = AJ = AK, le triangle JBC est 
inscriptible dans une demi-circonférence ; il est par 
conséquent rectangle en B. On a donc 

BN = vTNxNK = j\/pïp — a)(p ^bjïp^c) 
et s = ^^^p(p-a)(p-bj(^=7). 

Remarque. — On a JM = 2p, JL = c + A — a, 

KM = a-\-b — c, KL = c — b-+-a, 

a>^\ ïtv JMxJL w KMxKL 
a ou JJN = — 1 xMK = — , 

2b 2b 



BN = y/JMxJLxKLxKM 

2b 



et 



S= * \ JMxJLxKLxKM. 

i 



On a ainsi une expression de Taire en fonction des 
segments de la figure ; c'est d'ailleurs la forme à laquelle 
arrive Newlon. 
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Démonstration d'Euler (1747-43). — Abaissons de A sur CO 
une perpendiculaire AJ qui rencontre FO en K. On a 

Xo3=^BAC + |6cX = 60B. Les triangles rec- 

tangles AJO et BDO sont donc 
semblables et on en tire 




AJ_BD 

JO r 



(*) 



De même, CJA, KFA, OJK sont 
semblables el donnent 



AJ 
JO 



AC 
OK 



(2) 



Rapprochant (1) de (2), il vient — = — — , 

<l'où BD x OK = AC x r. (3) 

Mais OK = FK — r ; la relation (3) devient alors 
BD x FK = BD x r •+- AC x r = (BD -h AC)r, 
<Toù BDxFK=pr. • (4) 

D'autre part, les triangles semblables CFO el KAF 

donnent 

FK_CF 

AF r ' 



d'où FK.r = AF.CF 



et 



BD.FK.r = AF.BD.CF. 



(5) 



Rapprochant (4) de (5), il vient 
/>r* = AF,BD.CF = 0> — à)(p — b)(p — c); 
par suite p*r* ou S* =/>(/? — à)(p — b)(p — c). 
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Voir à la fin du chapitre. 
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§ 2. — Quadrangles. 



Rectangle. — Les arpenteurs ont connu dès la plus 
haute antiquité le procédé exact pour calculer Taire du 
rectangle. On possède des documents chaldéens re- 
montant à 5000 ans avant notre ère, qui ne laissent 
pas de doute à ce sujet. 

Métriques de Héron (1 er 8. î). — On y voit figurer, proba- 
blement pour la première fois, la démonstration élé- 
mentaire de la règle donnant la superficie du rectangle. 
Le rectangle ABCD ayant pour côtés AB et AD dont 

les mesures sont respectivement 5 et 3 
unités de longueur, Héron partage AB 
et CD en 5 et 3 parties égales et mène 
des parallèles par les points de division ; 
il obtient ainsi 5x3 = 15 carrés con- 
struits sur l'unité de longueur et repré- 
sentant chacun l'unité de superficie. 

« 

Carré. — De môme que pour 'le rectangle, on a su 
calculer l'aire du carré à une époque très reculée. 

Dans le Manuel égyptien d'AHMÈs (2000 av. J.-C), un 
carré de 9 perches de côté a pour aire 9 x9 = 81 per- 
ches carrées. 

L'auteur hindou Aryabhatta, dans.ses Leçons de Cal- 
cul (6 e s.), donne la règle sous la forme laconique que 
voici : « Un carré est un équi-quadrilatère ; sa surface 
est le produit de deux nombres égaux >k 

Parallélogramme et losange. — Ces deux figures 
ne sont pas mentionnées dans les textes antiques anté- 
rieurs aux Grecs. 

Chez IIéron et les agrimenseurs romains, on suppose 
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connus les côtés et une diagonale. On peut alors diviser 
la figure en deux triangles dont on connaît les trois 
côtés. Pour le losange, Vitrlvius Rcfus (2 e s. ?) calcule 
la moitié de la seconde diagonale dont le produit avec 
la diagonale donnée détermine la surface. 

L'hindou Bhâskara (12 e s.) énonce la règle suivante 
pour le losange : « Le produit des diagonales, étant 
divisé par deux, est Taire du tétragone équilatéral » ; 
c'est la règle actuelle. 

Trapèze. — On a toutes raisons de supposer que les 
Ghaldéens, très habiles en arpentage, savaient calculer 
Taire d'un trapèze, bien que les documents qu'on pos- 
sède actuellement ne permettent pas de se faire une 
certitude à cet égard. 

Manuel égyptien d'Àhmès (2000 av. J.-C). — « S'il t'est 
donné une section de champ (trapèze isocèle) de 20 

perches en sa rive (côté), de 
6 perches en sa bouche (grande 
base), de 4 perches en sa tron- 
cature (petite base), quelle est sa 
superficie? » 
Ahmès fait le produit de la demi-somme des bases 
par le côté ; il trouve ainsi 100 perches carrées au lieu 
de 99 pc ,875 que donnerait la règle exacte, soit une erreur 
d'un peu plus de 1/1000. 

Si Ton désigne les bases par B et b et le côté par c, 
la règle d'Ahmès revient à remplacer la formule exacte 




par la formule approximative 

li-hb 



240 



LA GKOMETRIE DE MESURE 



C'est donc la généralisation de la formule donnée 
pour le triangle isocèle (§ 1). 

Inscription hiéroglyphique du temple d'Edfon (100 av. J.-C.). 
— On y trouve de nombreux exemples de calculs d'aires 
de trapèzes isocèles : celles-ci sont obtenues en faisant 
le produit des demi-sommes des côtés opposés. Ainsi le 
trapèze « 22 sur 21, 4 sur 4 » a pour aire 

22 + 21 4-f-4_ 



X 



= 86. 



2 2 

Le résultat exact serait 85,33. 

La règle employée revient d'ailleurs à celle d'Ahmès. 

On a en effet ~~- x — ^ — = — -' — • £. 

été di éL 

Métriques de Héron (1 er b.?). — Héron distingue le tra- 
pèze rectangle, le trapèze isocèle et le trapèze quelcon- 
que ; il suppose connus les côtés, il détermine la hau- 
teur et obtient Taire par la même règle que celle 
employée aujourd'hui, c'est-à-dire en faisant le produit 
de la demi-somme des bases par la hauteur. Nous nous 
contenterons d'indiquer son procédé pour le trapèze 
quelconque ABCD où AB = 13, CD = 20, AD = 6, 
BC = 27. 

On mène par les milieux II et des côtés AB et DC des 
perpendiculaires aux bases : on forme ainsi un rectangle 
KLNM équivalent au trapèze proposé et dont la base 

LN = Al^-BC (car AD + BC 

= AD + KA+LN-hDM = 2LN), 

et dont la hauteur est la même 
que celle du trapèze donné. Si 
maintenant on mène AE parallèle 
à DC, on forme un triangle ABE 
dont on connaît les trois -côtés AB = 13, BE = 27 — 6 
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= 21 et AE = CD = 20; on peut ainsi calculer la 
hauteur AZ = 12. 

L'aire cherchée est alors égale à 

LNxAZ = ?l±^xl2 = 198. 

2 

Leçons de calcul d'Aryabhatta (6* 8.). — Voici la traduc- 
tion de la strophe dans laquelle l'auteur hindou donne 
la règle pour trouver Taire du trapèze quelconque : « En 
multipliant par la demi-somme des bases leur distance, 
on a Taire de la figure. » 

Auteurs divers. — Chez les agrimenseurs romains, 
chez Herbert, dans les géométries pratiques du Moyen 
Age et môme de la Renaissance, on ne donne que Taire 
des trapèzes rectangle et isocèle, par la règle générale 
employée aujourd'hui : la hauteur est supposée connue. 
Nous signalerons toutefois une variante originale in- 
diquée par Errard de Bar-le-Duc dans sa Géométrie 

pratique (l re édit., 1594) pour le tra- 
pèze isocèle ABCD. Si de A on 
abaisse la perpendiculaire AZ sur BC, 
Taire du trapèze est égale au produit 
B z c AZx ZC : car si CY est la perpendi- 

culaire abaissée de C sur AD, le rec- 
tangle AZCY est équivalent au trapèze proposé. 

Quadrilatère. — Dans T Antiquité, on calculait en 
général Taire du quadrilatère en faisant le produit des 
demi-sommes des côtés opposés, Ce procédé de la 
moyenne a été aussi appliqué, comme nous Tavons vu, 
au triangle et au trapèze ; il s'est conservé dans la pra- 
tique de Tarpentage chez les Grecs, les Romains, les 
Hindous et au Moyen âge. Mais il est à remarquer que 
seuls les Egyptiens paraissent avoirappliqué cette règle 

Four re y. — Curîot. géom. 16 
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avec discernement ; ils ne s'en servent en effet que pour 
des figures où son emploi conduit à une erreur négli- 
geable. 

Chaldéens. — Il est impossible de se faire une idée 
précise des procédés employés par les Chaldéens pour 
évaluer les aires, au milieu des renseignements con- 
tradictoires donnés par les assyriologues. Ceux-ci, mal- 
gré les nombreux documents retrouvés, n'ont encore 
pu se mettre d'accord sur ce sujet, le système des poids 
et mesures des Chaldéens n'étant pas actuellement re- 
constitué d'une manière complète et irréfutable. Toute- 
fois il est probable que les Chaldéens employaient la règle 
de la moyenne pour calculer Taire du quadrilatère. 

A titre d'indication, nous citerons un procédé signalé 
(Comptes rendus de l'Ac. des Insc. et Bel. Let., 4899) 
par l'assyriologue Jules Oppert, d'après des textes du 
Musée britannique remontant à 5 000 ans av. J.-C: 

« Dans tous les âges, on mesurait les terres par des 
quadrilatères séparés en lots ; dans les temps les plus 
rapprochés de nous, on les déterminait en divisant les 
tétragones en deux triangles, dont on déterminait les 
diagonales communes et les hauteurs différentes quand 
les côtés étaient inégaux. Dans la haute Antiquité, le 
mode était plus compliqué ; quelque peu croyable que 
puisse paraître de prime abord la disposition suivie, 
elle se trouve confirmée par des centaines d'exemples. 

On établissait une base, toujours en longueur, qu'on 
appelait sud, terme auquel on joignait le mot hi, «beau- 
coup, plein » ; ce qui voulait dire qu'on le comptait 
pour les deux côtés. On formait avec la hauteur que l'on 
nommait est un rectangle ; ce qui était en dehors et en 
plus, s'appelait au-dessus ; ce qui en manquait se nom- 
mait « en dessous », en moins. La différence de ces va- 
leurs, soit positives, soit négatives, était ajoutée au 
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produit des deux mesures de longueur, à ce rectangle 
fictif, et donnait le résultat de la surface... » 

Voici, à titre d'exemple, un extrait d'un texte tracé 
sur un plat rond : c'est le document cadastral d'un bien 
fonds improductif divisé en 11 lots, mais sans plan annexé: 

« II. 860 toises en long des deux côtés, 14 toises 5 
empans en large des deux côtés, 1/2 arpent en plus, 7 
en moins, champ de 117 1/2 arpents improductifs. 

Blé : néant. Urbabi, possesseur. » 

La toise valant 12 empans et l'arpent 100 toises car- 
rées,, le calcul se présentait en effet comme suit 

860 1 xl4 l ^- = 12398 1/3 U = 124- 

12 ' 

1 



2 



— t 



= — 6 1/2 

1171/2' 



Ainsi, d'après Jules Oppert, pour évaluer Taire d'un 
quadrilatère ABCD (fig. a), on l'aurait transformé en un 
rectangle EFGH ; cela semble bien invraisemblable. Il 
nous paraît plus simple et plus conforme aux traditions 
de l'arpentage d'admettre que le texte cité se rapporte à 

un champ limité par une ligne irré- 
gulière. On le divise- alors (fig. 6), 
suivant deux directions normales 
sans doute orientées au sud et à l'est, 
en lots analogues à GEFBCD ayant 
trois de leurs côtés BC, CD et DG rec- 
tilignes et perpendiculaires l'un sur 
l'autre ; on remplace la limite curviligne GEFB par 

une perpendiculaire AB à GD et BC, 
et l'aire proposée est alors égale à 
celle du rectangle ABCD augmentée 
des surfaces saillantes comme en E 
et diminuée des surfaces rentrantes 
Fig. b. comme en F. 




AE 



Fig. a. 
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Inscription égyptienne d'Edfou (100 av. J.-C). — Cette in- 
scription contient plusieurs exemples de calcul de Taire 
d'un quadrilatère par le procédé des moyennes. 

Ainsi le quadrilatère « 16 sur 15 et 4 sur 31/2 » a 



pour aire 



16 



« x 4 



31/2 



2 



581/8. 



Métriques de Héron (1 er s.?). — L'auteur grec donne seu- 
lement un exemple de calcul de l'aire d'un quadrilatère 
dont un des angles est droit; il est probable que pour 
un quadrilatère absolument quelconque, il le divisait 
en deux triangles dont il évaluait séparément l'aire. 

Soit un quadrilatère ÀBGD dont 
l'angle C est droit, mais où aucun 
côté n'est parallèle à un autre ; on 
connaît les longueurs des côtés 
indiquées sur la figure ci-contre. 
Héron divise le quadrilatère en deux 
triangles par une diagonale BD. 

L'aire de BCD est égale à BC: * CD = 100. On a en- 




suite BD = IJC +CD =500; on connaît donc les trois 
côtés du triangle ABD et on peut en déterminer la 
hauteur ÀE comme nous l'avons indiqué antérieure- 
ment; le carré de cette hauteur .est 96 1/2 1/5 1/10 et 

l'aire du triangle ABD VM^KÂKM^ 110 . 

L'aire du quadrilatère est par suite 100 + 110 = 210. 

Signalons ici qu'en Grèce — comme en Egypte d'ail- 
leurs — on n'employait que des fractions ayant pour 
nu mérateur l'unité : la fraction 2/3 seule faisait exception. 
Cette tradition s'est perpétuée chez les Byzantins jus- 
qu'au 14 e siècle. 

Auteurs latins. — Dans le Traité d'arpentage d'EpAPHRo- 
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©itls (\ n Partie, 1 er s. ?), Taire du quadrilatère de côtés 
40, 30, 20 et 6 est obtenue par le procédé de la moyenne : 

40 + 30 20 + 6 >rr 
— r ^ >< - T - =455. 

Chez les agrimenseurs romains, ce procédé paraît 
avoir été appliqué sans discernement, à des quadrila- 
tères absolument quelconques, contrairement à ce qui 
se faisait en Egypte, ainsi que nous l'avons vu ci- 
dessus. 

La même règle se rencontre dans la Géométrie de 
Boèce (6 e s.), dans les Propositions d'ÂLCuix (8 e s.) 
pour un quadrilatère de côtés 30 et 32, 34 et 32 ; 
l'application au même quadrilatère se retrouve dans la 
Géométrie de Gerbert (10Ml e s.). 

Arithmétique de Brahmegnpta (628). — L'auteur hin- 
dou donne la règle de la moyenne pour le quadri- 
latère, en ajoutant qu'on obtient ainsi Y aire grossière. 

Son commentateur Chaturveda en fait l'application 
au quadrilatère de côtés 60 et 25, 52 et 39 et trouve pour 
Taire 1933 3/4. 

Braumegupta donne ensuite la règle suivante : « La 
demi-somme des côtés est écrite quatre fois ; on 
en retranche successivement les côtés ; on fait le pro- 
duit des restes : la racine carrée de ce produit est Taire 
exacte [du quadrilatère]. » 

On sait que cette règle, généralisation de celle rela- 
tive au triangle et qui se traduit par la formule 

\/Q) — a)(/> — b)(p — c)Qj — d) où p désigne le demi-péri- 
mèlreet a,b,c,d les côtés, n'est applicable qu'au quadri- 
latère inscriptible.OrBrahmegupta ne paraît avoir consi- 
déré que cinq classes de quadrilatères : carré, rectangle, 
trapèze isocèle, trapèze à trois côtés égaux, quadrila- 
tère à diagonales perpendiculaires remplissant certaines 
conditions. Tous ces polygones sont inscriptibles (ce 
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que savait le mathématicien hindou) et on peut leur 
appliquer la règle précédente : il est donc probable que 
c'est à Brahmegupta qu'on doit cette règle. 

Son commentateur Chaturveda en fait l'application 

au quadrilatère déjà considéré dont 
les côtés sont 60 et 25, 52 et 39, dont 
les diagonales sont perpendiculaires 
et qui satisfait aux conditions voulues 
pour être inscriptible (diamètre du 
cercle 65); il trouve 1764 pour Taire 
exacte. La règle approximative avait 
donné 1 933 3/4 ; on voit que les résultats diffèrent 
notablement. 




Variétés. — Brahmegi'ptà dans la Section IV de son 
Arithmétique y et Bhàskara dans le Chapitre IX de sa 
Lîlàvatî, indiquent le calcul de la surface lavée par 
la scie dans une pièce de bois qui doit être débitée en 
pièces plus minces. Il est probable que ce calcul répon- 
dait à un besoin pratique : les scieurs de long étaient 
peut-être payés proportionnellement à la surface sciée. 
Nous suivrons ici Bhàskara. 

Par exemple, une pièce de bois a la forme d'un 
prisme dont la base est un trapèze isocèle; les côtés paral- 
lèles de celui-ci ont 16 et 
20 doigts, et sa hauteur 
est de 100 doigts. La pièce 
doit ôlre débitée à la scie 
en 5 morceaux dans le 
sens de sa longueur; quelle sera la surface lavée par 
la scie en coudées carrées (la coudée vaut 24 doigts) ? 
On doit faire 4 sections pour obtenir 5 morceaux. 
« La demi-somme de l'épaisseur aux extrémités, qui est 
20+16 = 18, multipliée par la longueur, donne 1 800, 
2 
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et par le nombre de sections, 7 200; le résultat divisé 
par 24 2 = 576 donne le quotient en coudées car- 



, 25 
rees — 

2 



» 
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Yoir à la fin du chapitre. 



§ 3. — Surfaces planes quelconques. 

Égyptiens. — Pour évaluer la surface des terrains 
formant la propriété foncière du temple d'Edfou, on 
les avait divisés en triangles, trapèzes et quadrilatères ; 
nous avons vu comment on avait calculé Taire de ces 
polygones. 

Chaldéens. — Suivant une tradition qui parait avoir 
été universelle dans l'Antiquité, les Chaldéens éva- 
luaient les aires de deux manières : au moyen de mesures 
agraires, ou au moyen d'une mesure de capacité, appelée 
cor d'ensemencement 9 représentant le volume de grain 
nécessaire pour ensemencer un terrain d'une étendue 

déterminée ; d'après Jules Oppert, le cor équivaudrait 
à 9' rM , 9225. 

En ce qui concerne l'évaluation par les mesures 
agraires, les Chaldéens ont élé véritablement originaux 
et leurs procédés ne paraissent pas avoir été employés 
après eux. D'après Aurès, les trois plus. petites unités 
agraires dont ils se servaient étaient les suivantes : 



l'ban. . . 
U 

Canne superfi- 
cielle.. . . 



LONGUEUR 



45 coudées 
45 - 



LARliEL'R 



VALEUR 
en 

N£nu:% renais 



i 



45 



4/42 coudée 
*2 coudées 

45 - 



0,3645 
H,7i8 

63,6! 



Valeur 

de la 

coudée : 

(Ko*. 
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Ainsi les arpenteurs chaldéens avaient donné la 
forme rectangulaire aux deux premières mesures, 
l'uban et TU (l'unité agraire désignée par U est repré- 
sentée par cette lettre sur tous les textes assyriens). 
Dans les textes cunéiformes traitant d'arpentage, on 
énonce l'aire par la base seule ; on sous-entend une 
hauteur constante, qui est celle d'une canne linéaire ou 
15 coudées (8 m ,10). 

Voici dès lors, d'après Aurès, le procédé pratique que 
devaient employer les arpenteurs pour évaluer Faire 
d'un terrain quelconque. Ils partageaient ce terrain 
en zones trapézoïdales analogues à CAÀ'C, ECC'E', de 

15 coudées de hauteur, 
et il leur suffisait pour 
déterminer la superficie 
de ces zones en cannes, 
U et ubans, de mesurer 
les longueurs des bases 
moyennes BB' et DD' : 
chaque longueur de 15 
coudées correspondait à une canne superficielle ; le 
reste des distances C(7 et DD' contenait autant d'il que 
de doubles coudées (au maximum 7) ; le dernier reste 
contenait enfin autant d'ubans que de douzièmes de 
coudées (au maximum 23 1/2.) 

Il est même probable que les Chaldéens opéraient 
d'une manière encore plus simple. Lorsqu'ils avaient 
divisé la surface à arpenter en zones de 15 coudées de 
large, il leur suffisait pour avoir Taire de l'ensemble 
EAA'E' formé par deux zones conliguës, au lieu d'éva- 
luer BB' et DD', de mesurer la base moyenne CC et 
d'en prendre le double. 




Traité de la Dioptre de Héron (1 er s. ?). — Héron indique 
deux procédés. Dans le premier (surface à contour cur- 
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viligne), il inscrit un rectangle GBE"F' dans la figure 
à mesurer, puis il partage la surface restant le long 



J n' 



ALJLo' ,„ 




II' C i D A' 



7, B' 



du contour en trapèzes et en triangles rectangles. 
Dans le second (surface à contour polygonal), il 

choisit une base d'opé- 
M \ y ration AB sur laquelle 

K/ I """"" T TK il abaisse des perpen- 

diculaires à partir des 
sommets du polygone 
dont il s'agit d'évaluer 
Taire. Celui-ci se trouve 
ainsi partagé en trian- 
gles et trapèzes dont les 
hauteurs se mesurent très simplement sur la base 
d'opération. 
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MESURE DU CERCLE (') 



§ 4 . — Période antérieure à Arohimède. 

Egyptiens. — Manuel dAhmès (2000 av. J.-C). — « Rè- 
gle pour calculer un champ rond de 9 perches. Quelle 
est sa contenance ? 

Prends le 1/9, c'est 1. [Retranche de 9], reste 8. 
Multiplie le nombre 8 huit fois, cela donne 64. Sa con- 
tenance est 64 [perches carrées]. » 

Ce procédé revient à prendre/ — d\ ou (-^-r) 

= l — J r 2 pour aire d'un cercle de diamètre d ou de 

rayon r. Les Egyptiens avaient donc adopté pour x la 
— ) =--— = 3,1605; elle est comme on voit 

très approchée de la valeur réelle. 

(*) Nous nous contenterons dans ce Chapitre de montrer comment on a 
effectivement calculé la longueur de la circonférence et l'aire du cercle 
aux diverses époques, de l'Antiquité au Moyen âge, et comment Archi- 
mède a déterminé le rapport constant de la circonférence au diamètre, 
rapport qui, on le sait, est représenté universellement au moyen de la 
lettre grecque rc. 

Nous laisserons de côté les recherches modernes sur la détermination 
de 7i et tout ce qui a trait à la quadrature du cercle. Ce dernier pro- 
blème, impossible à résoudre tel qu'il était posé, consistait à trouver, 
par l'emploi exclusif de la règle et du compas, le côté d'un carré d'aire 
égale à celle d'un cercle donné. 



252 LA GÉOMÉTRIE DE MESURE 

La grande pyramide. — Un auteur anglais, John Tay- 
lor, a émis, vers 1860, l'opinion originale que la plus 
grande des pyramides deGizeh(Chéops, 12 e s. av. J.-C.) 
avait été élevée pour transmettre à la postérité le rap- 
port de la circonférence au rayon. 

Cette pyramide est régulière, à base carrée, et on 
sait par Hérodote que l'aire de chaque face latérale est 
égale au carré de la hauteur. A l'aide de ces données, 
il est facile de déterminer le rapport du périmètre de la 
base à la hauteur : c'est un très simple problème géo- 
métrique que nous laissons le soin de résoudre à nos 
lecteurs. On trouve 6,290 pour résultat; celui-ci diffère 
peu du véritable rapport de la circonférence au rayon 
(6,283). Mais cela suffit-il pour admettre la véracité 
de l'opinion de John Taylor ? Nous ne le croyons pas ; 
nous avons fait cette citation à titre seulement de curio- 
sité : il y a là une simple coïncidence. 

Dans les dimensions de la grande pyramide, on peut 
d'ailleurs découvrir beaucoup de choses auxquelles ses 
constructeurs n'ont assurément jamais songé. Ainsi un 
astronome écossais, Piazzi Smyth, avait trouvé qu'elle 
renfermait tout un système de mesures de longueurs et 
de poids fondé sur les dimensions du globe terrestre et 
sur des observations astronomiques ; dans les dimen- 
sions relatives des différentes parties de l'édifice, il 
rencontrait la longueur de l'axe de la terre, la distance 
de la terre au soleil, la durée de l'année, etc. L'exa- 
men particulier des dimensions de la chambre inté- 
rieure lui fournissait des données chronologiques sur 
les principaux faits de l'histoire de l'humanité et il en 
déduisait des prédictions qui, est-il besoin de le dire, 
ne se sont jamais réalisées. 

Chaldéens et Hébreux. — Les Chaldéens devaient 
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connaître la propriété du rayon de pouvoir être porté 
6 fois exactement sur la circonférence. Ils avaient en 
effet partagé l'année en 360 jours et, comme consé- 
quence, le cercle supposé comme orbite apparente du 
soleil en 360 parties égales ; d autre part, dans la 
haute Antiquité, on ne trouve figurée la division de la 
circonférence en 6 parties égales que dans les produc- 
tions de l'art chaldéen. 

Comme conséquence de la propriété du rayon rap- 
pelée ci-dessus, les peuples de la région du Tigre et de 
l'Euphrate admettaient probablement que l'hexagone 
régulier se confond sensiblement avec la circonférence 
et devaient se servir par suite de la valeur x = 3. On 
trouve une confirmation de ce fait dans les livres sa- 
crés des Hébreux, dont on connaît les relations avec les 
Assyriens et les Babyloniens. 

La Bible. — On y trouve deux passages relatifs aux 
dimensions d'un grand bassin d'airain qui ornait le tem- 
ple construit à Jérusalem par Salomon de 1014 à 1007 
av. J.-C. « Ensuite le roi fit la mer d'airain de 10 cou- 
dées d'un bord à l'autre bord. Elle était ronde, mesu- 
rait 5 coudées de haut. Une corde de 30 coudées en 
faisait le tour. » (Les Rois,]iv. I, chap. VII ou les Chro- 
niques, liv. I, chap. IV). On a donc iciz = ! r =3. 

10 

Dans le Talmud, recueil de traditions rabbiniques 
postérieur à la Bible, on rencontre cette proposition : 
« Ce qui a trois palmes de tour est large d'un palme » ; 
on est encore conduit à la même valeur de *. 
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Voir à la fin du chapitre. 
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§ 2. — Les travaux d'Archimède. 

Nous ignorons quel était le procédé employé dans la 
pratique par les anciens grecs, antérieurement à Archi- 
mède, pour calculer la circonférence ou Taire du cercle. 

C'est au grand savant syracusain qu'il appartenait de 
déterminer, d'après des bases scientifiques, les premières 
approximations de la valeur du rapport de la circonfé- 
rence au diamètre. Nous nous proposons de résumer ici 
ses remarquables travaux sur ce sujet, contenus dans un 
livre De la mesure du Cercle, qui n'est probablement 
qu'un extrait d'un ouvrage plus étendu sur les proprié- 
tés du cercle. Nous emploierons les notations modernes 
et désignerons par r le rayon, d le diamètre, c la cir- 
conférence, C Taire du cercle, p n le périmètre du poly- 
gone régulier circonscrit de n côtés, p' n le périmètre du 
polygone régulier inscrit du même nombre de côtés. 

Proposition I. — Un cercle quelconque est équivalent 
à un triangle rectangle dont un des cotés de l'angle droit 
est égal au rayon du cercle et dont Vautre côté de l'angle 
droit est égal à la circonférence du même cercle. 

Désignons par T Taire du triangle rectangle et suppo- 
sons qu'on puisse avoir C > T ; soit C — T = A. In- 
scrivons dans le cerce un polygone régulier d'apo- 
thème m\ de périmètre p' et d'aire P' tel que Ton ait 
C — P' < A, ce qui est toujours possible (Eléments d'Eu- 

clide, prop. 2, liv. 12). On a alors P' > T ou ^ > ^\ 

éU Je 

ce qui est absurde, puisqu'on a p' < c [principe admis 
par Archimède] et m' < r. 

Supposons maintenant C <T et T — C = A. Circon- 
scrivons au cercle un polygone régulier d'apothème r, 
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de périmètre p et d'aire P tel que P — C < A. On a alors 
P < T ou P r < — , ce qui est impossible puisque p>c. 

On en déduit nécessairement C= T. 

Proposition II. — Un cercle est au carré construit sur 
le diamètre à très peu de chose près comme 11 est à 14. 

C'est une conséquence de la proposition précédente 
«et de la suivante ; il semble donc que la présente pro- 
position devrait être placée plus loin. 

a) 



cr 



On a, d'après (I), C = ^- • 

dé 



22 



D'après (III), on a approximativement c = — rf. 



Remplaçant dans (1), il vient G = d*x 



il 
14 



Proposition III. — La circonférence d'un cercle est 

égale au triple du diamètre réuni à une certaine portion 

du diamètre qui est plus petite que le 1 /7 de ce diamètre 

10 
M plus grande que les — de ce même diamètre. 

71 

10 1 

Autrement dit, on doit avoir 3— d<c<3 — rf. 

71 ^ 7 

{ 

lr« Partie : c < 3 — d. — Soient un cercle de centre K et 

de rayon CE, et le triangle ECB rectangle en C où CEB 

= 30°. Oji mène succes- 
sivement les bissectrices 

El) de CEÏÏ, EH de CEI), 

EK de CEÏÎ, EL de CEÎv. 

En désignant par a n le de- 
mi-côté du polygone régu- 
lier circonscrit de n côtés, 
on a CB = a 6j CD = a Xiy 
CH = a iSt1 CK = a 48 , CL = ff M . 
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Àrchimède donne, sans la justifier, l'inégalité 

CE. 265 ^ r. 265 ... 

— > ou — ^> (i> 

CB^153 ««153 K/ 

[Le triangle rectangle ECB où BE = 2CB permet en 

effet dWeML^-^3; or /265 y = 7^ 

Clf CB* Kii ^ 153* 

„ 2 , , , .. CE* . /265\ s . .. . 

= 3 ;on on déduit — ;>|T7rr» et par suite la 

153* CB \ 133 / 

relation (1). ] 

La bissectrice ED de CEB donne ensuite 

BE_CE . BE + CE BE CE CE. 

BD Cl) BD + CD CB CB CD' 

tenant compte de la relation (1) et de BE = 2CB, on a 

CE. 571 „ ;• .571 ™ 

CD > 153°" ^>i83- (2> 

En considérant le triangle rectangle CED et en utili- 
sant l'inégalité (2), on peut écrire 

DË*_CK* t> 349 450 

CD 2 CD* Ï5? 

d'où, en prenant la racine carrée par défaut de 349 450 
(au moyen de la méthode indiquée par Héron, Chap. 2 r 

DE . 591 1/8 
CD > 153 
Les propriétés de la bissectrice EH de CED nous per- 
mettent alors d'écrire 

DE CE , DE -f- CE DE , CE CE 

— et —-— — .-■. ou — 



DU CH DH-+-CH CD CD CH 

Remplaçant •• et J — par leurs valeurs par défaut 

trouvées précédemment, il vient 
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CE^ 1 162 1/8 
CH > 153 



ou JL> H621/8 
a« 153 
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(3) 



On passe successivement de — à — - et à ^=- 

CH CK CL 

CE CE 

comme nous avons passé de — à — • On obtient ainsi 

CD CcI 



CE 23341/4 

CK^ 153 a* 



CE. 4 6731/2 
CL > 153 



ou 



r . 23341/4 
> 153 ' 

r 46731/2 
^ 153 



a 



(4) 



(S) 



On déduit de cette dernière inégalité 



^> 



4 6 73 1/2 el £îî< 



14 688 



= 3 + 



1 



/»„ 1">3 X (96x2) d ^4 6731/2 7 2 



1335 



A fortiori, 



5<4 



10 



!• Partie : c > 3 — rf. — Soient une demi-circonférence 

71 

de diamètre AC, le triangle inscrit CBA rectangle en B 

et où ÊAÔ = 30°. On 
mène successivement 
les bissectrices AD de 

êaS, ah de Cad, ak 

deCÏAÏÎetALdeCAIÊ. 

En désignant par a n le 
côté du polygone ré- 
gulier inscrit de n côtés, on a CB = a' 6 , CD = fl' 12 , 
CH = a' 2 4 , CK = aï 48 , CL = a' 96 . 
Archimède pose l'inégalité 

AB < 1351 
CB ^ 780 " 

[Le triangle rectangle CBA permet en effet d'écrire 




Fourrey. — Curios. géom. 



17 
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2 



AB CA — CB „ /1351\ s « . 1 



= 3; or/l^M =3H — — • on en 
CB" CB" \ 780 / * WT 

ÂB /l 351 \* 
déduit — . < ( _ Qft ) et par suite la relation ci-dessus.] 



CB 

CA 1 560 



On a d'ailleurs 



CB 780 



^ = 2- (O 

D'autre part, si l'on désigne par F le point de ren- 
contre de AD et de CB, les triangles rectangles CDA et 

FDC sont semblables, car 6AD = 0CB = DAC ; 

AD CD CA 



donc 



DC FD CF 



Mais la bissectrice AF donne ^ = J — = CF ]7 BF = 

CA-j-AB. . AD CA+AB_CA AB .29U 
CB ' C CD CB CB CB^ 780 " 

Il en résulte 



a 



AD .8473921 AD H- CD _CA ^ 908232 1 
CD 780 CD CD 780 

et 

CA 30134 m . d 30134 r2 x 

On trouverait de même 

à ^ i 838 n ,<y. 

a\> 66 W 

d 20174 ^ 

^ <_ 66~' (5) 
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On déduit de cette dernière inégalité 

d < 2017| 



/>'„ 66 x% 
rf ^ 8069 ,, 37 ^ 71 

if -ns7 

Remarque. — On a beaucoup discuté sur le procédé 

employé par Archimède pour la détermination des 

265 1 351 - 

approximations -— et * de 1/3. Nous nous conten- 

5 
ferons de faire observer ici qu'en prenant — comme 

première approximation de cette expression et, en sui- 
vant la méthode employée par Héron pour l'extraction 

des racines, on arrive précisément à — -— . 

v 780 

Les extractions de racine qu'on rencontre dans la 
démonstration précédente paraissent d'ailleurs avoir 
été effectuées par celte méthode. 

Antres approximations d 1 Archimède. — Héron, dans ses 

Métriques rapporte qu'ÀRCHiMÈDE a indiqué des limites 

plus étroites pour le nombre w. « Le même Archimède 

montre dans son écrit Sur la Plinthide et le Cylindre que 

le rapport de la circonférence de chaque cercle au dia- 

211 875 
mètre est plus grand que * et plus petit que 

67441 
- „.. .» Ces nombres sont manifestement corrompus ; 

Paul Tannery propose de lire 

1 95882 . 211872 

62351 67441 ' 

ou 3,141606 >x> 3,1415904. 

Ainsi la valeur ?r = 3,1416 employée aujourd'hui 
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d'une façon à peu près exclusive dans la pratique est 
elle-même due à Àrchimède. 



BIBLIOGRAPHIE 
Voir à la fin du chapitre. 

* 

§ 3. — Période postérieure à Archimède. 

Grecs. — D'après Eutocius, Apollonius (2 e s. av. J.-C.) 
aurait poussé encore plus loin qu'Archimède l'approxi- 
mation de la valeur de z, mais nous ne savons rien de 
précis à cet égard. 

Le grand astronome Ptolémée (2 e s.) a été également 
conduit, en construisant une table de longueurs de 
cordes, à calculer une expression de z. Il divise la cir- 
conférence en 360 degrés, chaque degré en 60 minutes, ... 
Il divise de même le rayon supposé égal à l'unité de 
longueur en 60 parties égales aussi appelées degrés ; 
chacune de ces parties est partagée à son tour en 60 
parties égales aussi nommées minutes, ... Il trouve que 

\ 2 
la corde de Tare d'un degré a pour longueur 



50 6 ° W 

'-— ou, avec la notation de Ptolémée, 1°2'50". Si Ton 

60 3 

admet que cet arc ne diffère pas sensiblement de sa 

2 50 
corde, Tare de 60° a pour longueur I+ttt + t^ ou 

1,2° 50'. La demi-circonférence a donc pour va- 
leur 3-+- — + ^- ou 3,8° 30', c'est-à-dire qu'on a 
60 60' 

w = 3--* 7 =3,14166... 
120 

Héron, dans ses Métriques (1 er s. ?), tout en citant, 

comme nous l'avons dit ci-dessus [(§ 1), les valeurs 

plus resserrées obtenues par le géomètre de Syracuse, 
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22 

se sert de *=-— (=3,1 42...) dans ses calculs pratiques : 

« Archimède a montré que 1 1 fois le carré du diamètre 
était équivalent à 14 fois le cercle. Si le diamètre du 
cercle est égal à 10 

100x11=1100, 
1100 



14 



= 78 1/2 1/14, c'est Taire de cercle. » 



Dans les écrits héroniens (10 e siècle?), on se sert de 
la limite supérieure d'Archimède, soit sous la forme 

x = — - , soit sous celle-ci ^ = 4 M — — — V Cette 

7 \ 7 2x7/ 

dernière valeur est assez commode pour le calcul : pour 

trouver par exemple Taire d'un cercle dont le diamètre 

est connu, il suffit de retrancher du carré du diamètre 

le septième de ce carré, puis la moitié du septième. 

Chinois. — Dans la deuxième partie du Tcheou-pei 
ou a Livre sacré du calcul », qui remonte à la fin du 
3 e siècle avant notre ère et qui traite de l'astronomie, 
on fait usage de la valeur z. = 3. Le cercle et le nombre 
3 symbolisent le ciel, le carré et le nombre 4 symboli- 
sent la terre. Voici un extrait de ce recueil: « Prends 

75 
un diamètre de 121 —^- pieds, multiplie-le par 3, tu 

obtiens 365 1/4 pieds. » La circonférence est divisée 
non plus en 360 parties égales comme chez lesChaldéens, 
mais en 365 1/4, de même que Tannée solaire est par- 
tagée en 365 1/4 jours. 

A une époque postérieure, Técrivain Tsi: tschlng 
tsche, qui vivait au 6 e siècle de notre ère, mentionne 

'>2 
le rapport archimédien--, dont la connaissance semble 

indiquer qu'à un moment donné les découvertes mathé- 
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matiques des Grecs ont pénétré jusqu'en Chine. À peu 
près vers la même époque, Liu hwcy se servait du rap- 
port singulier— — = 3,14. 

Romains. — En général, les agrimenseurs emploient 

22 

la valeur archimédienne x= — Voici un exemple tiré 

7 
du Traité d'arpentage de Vitruvius Rufus (2 e s. ?) : « Soit 
un cercle de i4 pieds de diamètre, je cherche son aire 
comme suit : je multiplie le diamètre par lui-même, 
ce qui donne 196, puis par H, il vient 2156; divisant 
par 14 j'aurai 154. Autant de pieds (carrés) contient 
l'aire du cercle. » 
Toutefois l'architecte Vitruve (1 er siècle) utilise la 

relation w = 3 — , moins exacte que la précédente / 3 — 

mais se prêtant mieux au calcul par fractions duodéci- 
males dont se servaient les Romains. 

Signalons encore qu'on rencontre dans Epaphroditus 

22 

(1 er s.?), à côté de l'approximation t: = — , la valeur 

erronée ?; = 4 qui se retrouve dans les Propositions 
d'ÂLcuiN (7 e s.), et qui est employée à déterminer la 
surface d'un cercle dont on connaît la circonférence. 
Celle-ci étant c, on en prend le quart el on élève au 

carré — : c'est l'aire cherchée. L'aire exacte serait, ainsi 

4 

qu'on peut le voir aisément — ; la formule précédente 
suppose donc x = 4. 

Hindous. — Çulvasûtras (Règles du cordeau). — Les 
auteurs de ces anciens recueils de théologie géométrique 
indiquent le procédé suivant pour trouver le côté du 
carré de même aire qu'un cercle donné: « Partage le 
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diamètre en 15 parties et ôte 2, le reste est à peu près 
le côté du carré. » On en déduit que la valeur corres- 

pondante de % est — - , c'est-à-dire sensiblement 3 ; nous 

15* 

pouvons observer à ce sujet que la valeur approxi- 

mative — de v 3 a déjà été rencontrée dans les écrits 
15 

héroniens et chez les agrirnenseurs à propos de Taire du 

triangle équilatéral (Ghap. 2, § 1). 

L'auteur de l'un des recueils, Baudhâyana(2 6 s.), donne 

en outre la règle ci-après. « Pour faire d'un cercle un 

carré, on fait 8 parts du diamètre ; une de ces parts 

dont il restera 7 intactes sera divisée en 29 parties dont 

/ 1 1 \ . . 

on retirera 28 / et il restera — • — ) ainsi que 1/6 d'une 

portion diminué de son propre huitième. » Le côté du 
carré a ainsi pour expression, d désignant le diamètre, 

41+ J /_L..±_!._L_Y| 

L 8 8.29 \29.8 6 8 29.8.6/ J 

= d (T_, *___J 1 \ 

\ 8 8.29 8.29.6 8.29.6.8/ 

= dx 0,87868. 
On en déduit la valeur correspondante de x : 

4 x (0,87868)* = 3,0883. 

Aryabhatta (l <r s.). — La règle ci-après est extraite de 
ses Leçons de calcul. « Ajoutez 4 à 100, multipliez 
par 8, ajoutez encore 62000, voilà pour un diamètre de 
deux myriades la valeur approximative de la circonfé- 
rence du cercle. » 

On a ici K = 6 l|?f =3,1416. 

20 000 

Un commentateur de Bhàskara, Ganesà (16 e s.) nous 
apprend comment cette dernière valeur de z a été cal- 
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culée : c'est au moyen de la méthode dite des périmètres, 
imaginée par Archimède, mais exactement développée 
dans la forme que nous lui donnons aujourd'hui et qui 
' est différente de celle employée par le géomètre grec. 
Le diamètre d étant supposé égal à 100, on part de 
l'hexagone régulier inscrit dont le côté c est égal à 50 ; 
on calcule le côté c' du dodécagone au moyen d'une 
règle qui s'exprime pur la formule connue 

C ' = V ï (rf ~ v/ *~~ 7i) ' 

On passe ensuite successivement, à l'aide de la même 
règle, aux polygones réguliers inscrits de 24, 48, ... 
côtés. On trouve ainsi que les périmètres des polygones 
réguliers de 6, 12, 24, 48,96, 192, 384 côtés peuvent 
être représentés par la suite 

V/90 000, ^96 461 , \fWm, y/98555, 

V / 98~661, v 7 ^" 687 » \/9%^i. 
Les Hindous prennent le périmètre du polygone de 
384 côtés comme longueur approchée de la circonférence 

et obtiennent ainsi 

\/98 694 Q ,,,. 
* = lôô- = 3 ' 1416 ' 

Brahmegupta (7° s.)- — D'après lui, « le diamètre et le 
carré du rayon étant séparément multipliés par 3 sont 
la circonférence et Taire pratiques ; les racines carrées 
de 10 fois les carrés des mêmes quantités sont les va- 
leurs exactes. » 

vSuivant cette dernière règle, la circonférence et l'aire 

du cercle ont respectivement pour expression yiOrf* 
= d\/l0 et y 10/ ,4 = r 2 y 10. Ainsi Brahmegupta consi- 
dère y/10 = 3,162 comme la valeur exacte de tt. L'his- 
torien allemand Ilankel donne au sujet de l'adoption de 
cette valeur par les Hindous l'explication suivante. 
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À une époque reculée où les calculs numériques et 
en particulier les extractions de racine étaient difficiles 
et surtout incommodes, on observa que les périmètres 
des polygones réguliers de 6, 12, 24, 48, 96,... côtés, 
inscrits dans un cercle de diamètre 10, étaient repré- 
sentés par la suite 



V/900, V^ 63 » V/981, \/$86, \/987,... 

Les termes de cette suite paraissaient tendre vers le 

nombre y/l 000 qui avait alors été considéré comme 
égal à la longueur de la circonférence ; la valeur corres- 
pondante de r. est *— — — = \/l . 

Bhâskara (12 e s.). — Voici un extrait du Lîlâvatî : « Si 
le diamètre d'un cercle est multiplié par 3927 et di- 
visé par 1 230, le quotient est à peu près la circonfé- 
rence; ou multiplié par 22 et divisé par 7, cela est la 
circonférence grossière adoptée dans la pratique. » 

La première règle donne « = Jfg = ^xîe 

= -*— ^rx î c'est la valeur déjà indiquée par Aryabhatta. 
20 000 J H v 

Quant à la seconde, où se trouve employée l'approxi- 
mation d'Archimède, elle montre que les travaux des 
Grecs étaient connus des Hindous à cette époque. 

754 
Bhâskara emploie encore l'expression x = — — » qui 

est égale à — -, ou 3——; c'est la valeur trouvée par 
& 120 120' K 

Ptolémée, ce qui vient encore à l'appui de ce que nous 

signalions plus haut au sujet des relations de la Grèce 

et de l'Inde. 

Arabes. — On retrouve ici une trace indéniable de 
rinfluence hindoue sur les œuvres mathématiques des 
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Arabes. Mohammed ben Moussa, dans la partie géomé- 
trique de son Algèbre (820), donne les règles suivantes : 
a Dans un cercle, le produit de son diamètre par 3 

et —■ sera égal à la circonférence. C'est la règle généra- 
lement suivie dans la vie pratique, quoiqu'elle ne soit 
pas tout à fait exacte. 

Les géomètres ont deux autres méthodes. L'une 
d'elles consiste en ceci, que vous multipliez le diamètre 
par lui-même, puis par 10 et qu'enfin vous prenez la 
racine du produit ; la racine sera la périphérie. Les 
astronomes, parmi les géomètres, se servent de l'autre 
méthode ; la voici : vous multipliez le diamètre par 
62 832 et divisez le produit par 20 000, le quotient est 

la circonférence. » 

/22\ 
Nous reconnaissons ici une des limites ( — ) indi- 
quées par Archimède, la valeur y/ 10 regardée comme 
exacte par Brahmegupta et l'approximation d'Arya- 

*>hatta (™g*\. 
" \20000/ 

Mohammed se sert encore de la formule héronienne 

1 — \ . u n auteur syrien , Beha-Eddik 

7 2x7/ J 

(16 e s.), emploie dans son Essence de calcul la valeur 
équivalente ?: = 4 / 1 — — ) • 

Citons enfin une méthode scientifique de détermina- 
tion de i: dite des « astronomes arabes », signalée en 
1860 par Woepcke et qui remonte au moins au 13 e 
siècle. En supposant le rayon égal à l'unité de longueur 
et divisé en 60 parties égales, Aboûl Wafà (10 e s.) 
avait trouvé, par un calcul fondé sur des principes diffé- 
rents de celui de Ptolémée que la corde de l'arc d'un 
demi-degré avait pour valeur 
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/31 . 24 , 35 , 54 , 55\ , 

A l'aide de ce résultat, les continuateurs d'Aboûl 
Wafà calculèrent, sans difficulté autre que la longueur 
des calculs numériques, d'abord le périmètre du poly- 
gone régulier inscrit de 720 côlés, puis celui du poly- 
gone régulier circonscrit d'un même nombre de côtés. 
Ils trouvèrent ainsi que « la circonférence dépasse le 
triple du diamètre d'une quantité plus grande que 10 
soixante-dixièmes et 38° 41' 21" et plus petite que 10 
soixante-dixièmes et 37° 47' 37" ; ce sera approximati- 
vement 10 soixante-dixièmes et 38° 14' 29'. » 

La valeur de r. résultant de ce calcul est ainsi 

3 + 38! . t r2ir= 3 - 14 ' 868 - 

iOH 

60 60* 60 3 

Si Ton prend comme longueur de l'arc d'un demi- 
degré celle de la corde du même arc calculée par Aboûl 
Wafâ y on trouve aisément que la longueur de Tare de 
180° est égale à 3,14155 ; le nombre ainsi obtenu est la 
valeur correspondante de x, puisque nous avons sup- 
posé le rayon égal à l'unité. 
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CHAPITRE IV 

DIVISION DES FIGURES PL4NES 

EN PARTIES PROPORTIONNELLES A DES GRANDEURS DONNÉES 



La question de la division des figures en parties pro- 
portionnelles a dû se poser lors des premières opérations 
d'arpentage que l'homme ait eu à effectuer ; les docu- 
ments chaldéens que nous possédons ne nous laissent 
guère de doute sur ce point. Mais il ne s'agit encore là 
que de procédés pratiques. 

Le problème a été traité géométriquement par les 
Grecs. Nous savons (Introd., § 2) qu'EucLiDE (3 e s. av. 
J.-C.) avait écrit sur ce sujet un ouvrage spécial dont 
il ne nous est parvenu qu'un abrégé et une imitation. 
Héron d'Alexandrie (l er s. ?), dans son Traité de laDioptre 
et surtout dans ses Métriques, s'est également occupé 
de la question, mais il suppose le plus souvent que les 
surfaces sont évaluées numériquement. 

L'esprit utilitaire des Arabes les conduisit à écrire 
sur la division des ligures plusieurs ouvrages, mani- 
festement inspirés du travail d'Euclide, parmi lesquels 
le traité spécial de Mahomet de Bagdad (10 e s.) et une 
partie du Recueil de Constructions géométriques d'ABOUL 
WafA (10 e s.). 

Le sujet est repris par les mathématiciens du Moyen 
âge: Léonard de Pise dans sa Practica Geometria (1220) 
et Jordanus Nemorarius dans son De Triangulis (13 e s.). 
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Mais il fut surtout en honneur pendant la Renaissance, 
et on le trouve traité dans la plupart des nombreuses 
géométries pratiques de cette époque. 

Aujourd'hui, on rencontre à peine dans les recueils 
de problèmes, sur la division des figures, la résolution 
de quelques cas simples. Il ne nous paraît donc pas 
inutile d'exposer dans ses grandes lignes cette intéres- 
sante question. Nous y trouverons l'occasion de remettre 
au jour quelques curieuses solutions remontant à l'An- 
tiquité ou au Moyen âge. 



§ 1. — Problèmes préliminaires. 

I. Transformer un triangle donné ABC en un autre 
équivalent et de hauteur donnée h. 

Soit DE la parallèle à AC menée à la distance h, D 

étant le point où cette pa- 
J? rallèle rencontre BC. Menons 

_ /7 \ ensuite par B à DA une pa- 

V A^V rallèle qui rencontre AC en 

/ ^7/ \ A'. Les triangles ABD et 

ss^ /S \ A'DA sont équivalents ; il en 

A' A c est donc de même des tri- 

angles ABC et A'DC. 
Tout triangle dont la base est A'C et dont le sommet 
est sur DE répond à la question. 

II. Transformer un polygone en un triangle équivalent. 

Nous emploierons l'élégant procédé dû à Euzet(1854) 
et que M. d'Ocagne a retrouvé en 1878. 

Soit A,A 2 A 3 A t A 5 le polygone qu'il s'agit de trans- 
former en un triangle dont le .sommet devra être un 
point situé dans l'intérieur du polygone et dont la base, 
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placée sur le côté A,A 5 aura une extrémité en un point 
donné P ; en sorte que OP sera un des côtés du triangle 
cherché. 

Joignons le point aux différents sommets du poly- 
gone, puis menons par P une parallèle à OA„ qui ren- 
contre en Bj le prolongement de AjA 2 , par Bj une paral- 
lèle à OA 2 qui rencontre enB 2 le prolongement de A 2 A,... 






et enfin par B 4 une parallèle à OA 5 qui rencontre en B 5 
le prolongement de A,A 5 . Le triangle OPB 5 est équiva- 
lent au polygone proposé. 

En effet, on a successivement, par la considération 
de triangles d'aire égale comme ayant une base com- 
mune et même hauteur, 

tri.OB 1 A 1 =tri.OPA 1 , 

tri. OB 2 A 2 =tri.OB 1 A î =tri. OB^ + tri. OA,A 2 

= tri.OPA 1 + tri.OA 1 A 2 , 
tri . OB 3 A 3 = tri . OB 2 A 3 = tri . OB 2 A 2 + tri . A 2 A S 

= tri. OPA^tri. OAtAa + tri. OA 2 A 3 , 

tri.OB 6 A 5 = tri.OB 4 A 5 

= tri.OB,A t +tri.OA 4 A 5 = tri.OPA 1 + tri.OA 1 A 2 
tri.OA 2 A3+tri.OA 3 A 4 +tri.OA4A 5 , 
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tri. OPB 5 = tri. A 5 B 5 + tri. OA B P = tri. OPA, 

tri. OA 4 A 8 H + tri. OA 4 A 8 + tri. OA B P . 



La construction subsiste, mais se trouve simplifiée 
dans le cas où le point est donné sur un côté ou en 
un sommet du polygone. 

III. Par un point du plan, mener une droite EF qui 
détermine sur les côtés d'un angle XAY un triangle AEF 
équivalent à un triangle donné T. 

i' r Cas : le point est situé à l'intérieur de l'angle. 

Construisons le paral- 
lélogramme ABCD, équi- 
valent à T, dont deux 
côtés adjacents sont for- 
més par les côtés de l'an- 
gle, l'un des deux autres 
côtés passant par 0. 

On pourra, à cet effet, 
chercher d'abord (Prob. I) 
un triangle T' équivalent 

à T et dont la hauteur h sera la distance de à AB ; si 
b est la base de T', on a AB = -. 

Le parallélogramme ABCD devant être équivalent au 
triangle cherché AEF, on a 

tri. CGO = tri. EBG + tri. ODF, 

d'où 

tri. EBG = tri. CGO — tri. ODF . (1) 

Les trois triangles EBG, CGO et ODF étant semblables, 
sont proportionnels aux carrés de leurs côtés homologues 
et la relation (1) permet d'écrire 




BE =C0 —DO . 



(2) 
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Ainsi BE est le côté d'un triangle rectangle dont GO 
est l'hypoténuse et DO l'autre côté. B étant donné en posi- 
tion, on peut déterminer E, et joignant E à on a la 
droite cherchée. 

Pour que le problème soit possible, il est nécessaire 
d'après (2) qu'on ait CO> DO. 

Un second point E' répond également à la question. 

Remarque. — L'aire du parallélogramme ABCD dimi- 
nue en même temps que OC ou, d'après (2), en même 
temps que BE. Le minimum de ABCD et par suite du 
triangle AEF, correspond au cas où BE est nul, c'est- 
à-dire au cas où CO = DO ; le segment EF est alors 
divisé en deux parties égales par le point 0. 

2* Cas : Le point est situé à l'extérieur de l'angle. 

La solution est analo- 
gue. On construit le pa- 
rallélogramme ABCD 
équivalent à T et dont 
un des côtés passe par 0. 
On a 

tri. EBG=quadr.GFDC, 

ou 

tri. EBG = tri.GOC 

— tri.FOD. 

On en déduit 




BE = C0 2 — DO*. 

Le point E et la droite EF se trouvent ainsi déter- 
minés. 



IV. Mener y parallèlement à une direction donnée, une 
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droite EF qui détermine sur les cotés d'un angle XAY un 
triangle AEF équivalent à un triangle donné T. 

Menons une droite quelconque BC parallèle à la direc- 
tion donnée. Soit ABD un triangle de même aire queT 




Fig. a. 




Fig. b. 



et ayant son sommet en A et sa base BD sur BC (Prob. I) : 
D peut être entre B et C (fig. a) ou en dehors de BC 



On a 



tri . AEF 
tri. ABC 

tri. ABD 
tri. ABC 



ou 



ou 



tri. T 



AF 



tri. ABC -^q* 

t ri.T BD 
tri. ABC BC' 



On en déduit 



AF _BD. 

"~ BC' 



_>> 



AC 



d'où 



AF = 



= (|5xac)ac. 



Si Ton pose AG= ~xAC, le point G est déter- 

ii \j 

miné sur AY par une parallèle à AX menée par D. AF, 
moyenne proportionnelle entre AG et AC, s'obtient au 
moyen de la construction indiquée sur les figures ci- 
dessus. 



Focrrev. — Curios. yèom. 



18 
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. § 2. — Les droites de division passent par un 

point donné. 

I. Le point donné est a l'intérieur du polygone 

CONSIDÉRÉ. 

l re Solution (Euzet, 1854). — Nous admettrons qu'une 
ligne de division OP est donnée. Soit AiAj...A B le 
polygone qu'il s'agit de diviser en parties proportion- 



nelles à m, n, p, q. On détermine d'abord, comme 
nous l'avons indiqué (§ 1, II), la base PB 3 du triangle 
équivalent au polygone donné, puis on partage cette 
base en parties proportionnelles à ///, n, p, q. 

Un des points de division, E 3 , se trouve ici entre P 
et A 5 ; il suffit de le joindre à pour obtenir le triangle 

OPE 5 qui est équivalent à la/ ? ) partie 

\/w + n+p + jy 

du polygone, puisque les triangles OPE 5 et OPB 5 sont 
entre eux comme leurs bases. 
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Par les autres points de division, on mène des pa- 
rallèles à B 5 B 4 limitées à A 5 A 4 ou à son prolongement, 
c'est-à-dire aux points C 4 , D 4 . Par ces derniers points, 
on mène des parallèles à B 4 B 3 limitées à A 4 A 3 ou à son 
prolongement, et on continue ainsi jusqu'à ce que les 
parallèles successives rencontrent les côtés du polygone 
en des points D 3 et C t . Enjoignant à D s et C lf on 
obtient les autres droites de division. 

Il suffit, pour le prouver, de montrer qu'une portion 
OE 5 A 3 A 4 D 3 du polygone équivaut à la portion corres- 
pondante OE 5 D 5 du triangle OPB 6 . En effet, en ayant 
égard aux équivalences des triangles de bases et de 
hauteurs égales, 

tri. OE 5 D 5 = tri. OE 5 A 5 + tri. A 5 D 5 
= tri. OE 5 A 5 -+- tri. OA B D 4 = quad. OE 5 A $ A 4 + tri. OA 4 D 4 
= quad. OE 5 A 5 A 4 -+- tri. OA 4 D 3 = pent. OE 5 A 5 A 4 D 3 . 

La construction subsiste dans le cas où le point se 
trouve sur un côté ou en un sommet du polygone. 

2 e Solution. — Les données sont les mômes. Joi- 
gnons aux sommets du polygone; nous obtenons 
ainsi des triangles OPA t , OA ft A„ ... qu'on peut transfor- 
mer (§1, I) en triangles ayant une hauteur commune 
h, celle par exemple du triangle OPA,. Portons sur 
une droite indéfinie des segments P'AJ, A'A£, ..., A~P" 
représentant les bases des triangles ainsi transformés ; 
on a par exemple aire OAt A 2 = A,'A 2 x h. Le triangle 
de base P'P" et de hauteur h est équivalent au polygone 
donné. 

Partageons maintenant le segment P'P" en parties 
proportionnelles à m, /i, />, q : les points de division 
sont C, D',E'. Les aires partielles cherchées sont res- 
pectivement représentées par 

P'C'xA, C'D'xA, D'Ex A et E'P'xh. 
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Or, considérons par exemple la première 

pc x h = (P'a; + a;c) h = pa; x a + a;c x a 

= aireOPA 1 + A 1 'C'xA. 

Nous devons ainsi détacher du triangle OA t Aj d'aire 
AiA^xA un triangle OA 4 C d'aire AJC'xA. On a 

tri. OA,C Aï C tri. OA,C A,C 

* = i-i — • comme — = — ! — > > 

tri.OA,A, A| Ai' tri. OA â A 2 A,A a 

on en déduit --f— = — 1 — - • 

A|A 2 Ai Aj 




, E' P" 

P"\ A'. \ A', A', "' " 



\ 



\ 






\ 



\ 
\ 

\ \ 
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On obtiendra donc la position du point C sur A t A 2 en 
partageant ce dernier segment proportionnellement à 
A[C et à C'A£. On déterminera D et E d'une manière 
analogue. 

La construction d'Euzet (l re Solution) est plus élé- 
gante et plus rapide que celle que nous venons d'expo- 
ser, mais elle est aussi moins exacte, car avec la première 
les erreurs commises dans le tracé des parallèles vont 
en s'accumulant. 

Le principe du procédé de division des surfaces poly- 
gonales au moyen de segments de droite représentatifs 
se rencontre déjà chez les Grecs. 



j 
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3° Solution. — Nous nous contenterons d'exposer 
cette solution dans le cas de la division d'un polygone 
en deux parties proportionnelles à m et à n\ elle devient 
assez compliquée dans l'application pour un plus grand 
nombre de parties. Cette solution est intéressante en 
ce sens qu'elle peut s'étendre au cas où le point donné 
est à l'extérieur du polygone. 

La division cherchée s'effectue ici au moyen d'une 
seule droite, alors que l'emploi des solutions précé- 
dentes conduit en général à une ligne brisée formée de 
deux droites concourant en 0. 



Triangle. — Soit le triangle ABC d'aire S ; en géné- 
ral, une droite passant par 
le partagera en un triangle 
et un quadrilatère que nous 
ferons correspondre res- 
pectivement à m et n. Di- 
visons l'un des côtés, BC par 
exemple, parle point F, pro- 
portionnellement à m et n ; 
le triangle ABF a pour aire celle du triangle cherché, 

soit S X . 

m-t-n 

Le problème revient donc à mener par dans 
l'angle ABC une droite DE qui détermine un triangle 
DBE équivalente ABF (§1, III, 1 er Cas). Il y a deux 
solutions, comme nous l'avons vu. 

Si l'un des points D et E tombe sur les prolonge- 
ments des côtés ABetBC, la construction est impossible 
avec l'angle ABC. On l'essaie alors avec l'un des deux 
autres angles du triangle ABC. 

Voici pour le môme problème la solution d'Euclide : 
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Menons OF parallèle à BC et déterminons sur AB le 
point G tel que 

bg=a.A!LÇÇ, (i) 

FO V 7 

en posant 

" x • *= 




m 



m -\-n 

Déterminons de même 
le point D, et par suite la 
droite DOE, au moyen de 
la relation 

BDxDG = BGxBF. (2) 

DOE est bien la droite cherchée. 
En effet, on tire de (2) 

BG BD BG BD 



DG BF 



ou 



BG — DG BD — BF 



ou encore 



BG = BD 
BD DF 



(3) 



Mais les triangles semblables DRE et DFO donnent 

BD BE f .v 

DF FO ' ^ ' 

Rapprochant (3) et (4), il vient 

BG_BE. 

BD F( ) ' 

d'où BG x FO = BD x BE. (5) 

On peut donc écrire, en ayant égard à (1), 

BDxBE 



AB x BC 



k. 



Mais les aires des triangles DBE et ABC qui ont un 
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angle commun sont entre elles comme les produits 
BD x BE et AB x BC. On a donc 

tri. DBE _ ■ 
tri. ABC ' 

et le triangle DBE répond bien à la question. 

Remarques. — 1° On peut déterminer le point D 
[relation (2)] en observant que BD et DG sont les seg- 
ments déterminés sur l'hypoténuse BG d'un triangle 

rectangle dont H = y/BG X BF est la hauteur relative 
à l'angle droit. 

La construction indiquée n'est donc possible que si 

}{<?*?, ouBGxBF</^V ou encore BG>4BF. 

2° Le point G ne peut se trouver entre B et D, car 
d'après (3), puisque BD > DF, on a aussi BG > BD. 

Quadrilatère. — Prolongeons deux côtés .opposés 
AD, BC du quadrilatère jusqu'à leur rencontre en G 

et portons sur une droite 

& indéfinie des longueurs 

/ ^N. HJ, IJ proportionnelles 

/ L y^ aux aires des triangles 

/ / / \, AR G et DC G : par exem- 

/ I I J^ pie, on prendra pour re- 

A E D présenter l'aire de ABG 

sa base AG et pour re- 
présenter l'aire de DCG 
la base d'un triangle équi- 
valent à DCG et ayant 
même hauteur que ABG. 
HI représente ainsi l'aire du quadrilatère donné. 

Partageons maintenant le segment HI au point K 
proportionnellement à /// et à n. Le problème sera 



H k 1 J 

\ < :^ 



\ 
\ 



f*"- 



\ * 



^- > 



v 
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ramené à diviser le triangle ABG en parties proportion- 
nelles à HK et KJ (probl. précédent). La construction 
comporte, comme nous l'avons vu, plusieurs solutions. 
On trouverait une autre série de solutions en prolon- 
geant les deux autres côtés opposés AB et DC du qua- 
drilatère proposé. 

Polygone quelconque. — Décomposons le polygone 
donné ABCDEFG en triangles et quadrilatères au 
moyen de diagonales ; portons en III, IJ, JK, sur une 
droite indéfinie, des segments proportionnels aux ai- 
res des surfaces par- 
tielles ainsi obtenues 
et divisons HK au 
point L dans le rapport 

— . Le point L tom- 
n 

bant entre I et J, le 

problème est ramené à 

diviser le quadrilatère 

K GBCF en deux parties 

proportionnelles à IL 

_J5---*~~ et LJ. 

Pour que le problè- 
me soit possible avec la décomposition adoptée, il est 
nécessaire que la droite de division MN rencontre les 
côtés extérieurs BC, GF du quadrilatère GBCF ; s'il 
n'en était pas ainsi, on essaierait d'autres décomposi- 
tions du polygone. 

Il y a d'ailleurs en général plusieurs solutions qu'on 
obtiendra en considérant toutes les décompositions 
possibles du polygone donné. 

Cas particuliers. — Par un point du côté AC d'un 
triangle ABC, mener des droites qui divisent Vaire de ce 
triangle en parties proportionnelles à m, n, p, ... 




H 



L 



S." — 
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Divisons le côté ÀC proportionnellement à/w, /i,/?, ..., 
et par les points de division F, G, ..., menons des paral- 
lèles à BO qui rencontrent les deux autres côtés en 

D, E, ... En joignant ces der- 
niers points à 0, on a les 
droites de division cher- 
chées. 

Il suffit de montrer que 
le triangle ADO, par exem- 
ple, est équivalent au tri- 
angle ABF. Or ADF est com- 
mun à ces deux triangles et 
FDD et FDO sont équivalents comme ayant même base FD 
et des hauteurs égales. 

Diviser un triangle ABC en trois parties proportionnelles 
à m, n, p, par des droites concourantes passant chacune 
par un sommet (fig. a). 

Divisons un des côtés AC en parties proportionnelles 
à m, /i, p. Par les points de division D, E, menons à 

AB et BC des parallèles qui 
se rencontrent en 0. En joi- 
gnant à A, B, C, on a les 
droites de division cherchées. 
On voit, en effet, par exem- 
ple, que les triangles AOB et 
ABD sont équivalents comme 
ayant môme base AB et des 
hauteurs égales. 
Cette construction est donnée dans le De Triangulis de 
Jobdanus Nemorarius (13 e s.). Vorci la simplification in- 
diquée par le même auteur pour le cas où il s'agit de 
diviser le triangle en trois parties équivalentes^^. i).On 
prend le tiers EC de AC ; par E on mène à CB une pa- 
rallèle qui coupe AB en F. Le milieu de EF est le 




Fig. a. 
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point de rencontre des trois droites cherchées qui, 
comme on sait, sont les trois médianes du triangle. 





F c 

Pig. b. Fig. e. 

Diviser un triangle en un nombre quelconque de par- 
ties équivalentes, 5 par exemple, par des droites concourant 
en un point intérieur non donné (fig. c). 

Divisons déjà le triangle ABC en trois parties équi- 
valentes, suivant le procédé indiqué au problème précé- 
dent, par les médianes qui concourent en ; puis parta- 
geons chacun des côtés du triangle en 5 parties égales. 
Si Ton joint les points de division au point 0, les 3 X 5 
triangles obtenus sont équivalents, puisque les triangles 
équivalents AOB, BOC et AOC sont eux-mêmes divisés 
chacun en 5 triangles d'aire égale. 

Il suffira donc de grouper les 3 x 5 triangles 3 par 3 
d'une manière quelconque pour résoudre le problème. 

Par un point intérieur (ou extérieur) à un trapèze 
ABCD, mener une droite qui divise ce trapèze en deux 

parties proportionnelles à 
V 5 ^ m et n. 

\ v \""^^ Voici la solution 

) ^ — 7 — ::::s ^ d'Euclide restituée par 

Woepcke. 

Divisons AD et BC 
aux points G et H en par- 
ties proportionnelles à 
m et à n. Soit I le mi- 
lieu de la droite GII ; en joignant I à 0, on obtient 
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la droite cherchée EF. En effet, le trapèze ABHG est 
évidemment la ( — — — ) partie du trapèze total ; or, les 

triangles EIG et IHF étant égaux, les trapèzes ABHG 
et ABFE sont équivalents. 

On obtient une seconde solution en intervertissant 
les longueurs m et n. 

La construction précédente n'est possible que si la 
transversale rencontre les deux côtés parallèles. 

Par un point du coté BC d'un quadrilatère ABGD, 
mener une droite qui divise ce quadrilatère en deux parties 
proportionnelles à m et n. 

Construisons le triangle FOG équivalent au quadri- 
latère proposé, ayant son sommet en et sa base FG 

sur le côté op- 

B posé AD. Puis 

sf^^tf^. — — P divisons FG 

s'' L'"'/' v N\v\ proportion- 

S*''// / \ \\\ nellementà/w 

^i l' ( V> ^ et n au point 

F \ K *„\ n "" ° E : OE est la 

> — """»* droite cher- 

chée, car elle 
divise à la fois le triangle FOG et le quadrilatère qui 
lui est équivalent en parties proportionnelles. 

Si le point E tombait en dehors de AD, la conclusion 
précédente serait en défaut ; on construirait alors le 
triangle FOG sur AB ou CD. 

Par un point du coté BC d'un quadrilatère ABCD, 
mener une droite qui divise ce quadrilatère en parties pro- 
portionnelles à BO et OC. 

Voici la solution donnée par Héron dans ses Métri- 
ques (l* r s. ?). 
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On mène AO et OD, puis par A une parallèle à BC 
qui rencontre CD en E, et par E une parallèle à OD qui 

rencontre AD en F. Soit 
G le point qui détermine 
sur AF des segments pro- 
portionnels à BO et OC : 
( >G est la droite cherchée. 
En effet, les triangles 
FOD et EOD sont équi- 
valents comme ayant 
même base OD et des hauteurs égales ; il en est donc 
de même du quadrilatère FOCD et du triangle EOC. 
On a d'ailleurs 




\ ~-- 






tri. ABO 
tri. EOC 



ou 



tri. ABO 



et 



Donc 



quad. FOCD 

tri.AOG _BO 
tri.GOF OC' 

quad. ABOG _BO 
quad. GOCD ÔC' 



BO 
OC' 



Héron utilise cette construction dans le cas où il 
s'agit de diviser le quadrilatère en un rapport donné 

— , étant quelconque 
n 

sur BC. 

On divise BC en 0' dans 

•YYl 

le rapport — ; on construit 
n 

la droite O'G' qui divise le 

quadrilatère dans le rapport — ;- ou — ; on mène OG' 

* 01 n 

puis O'G parallèle à OG': OG est la droite cherchée, 
car on a ainsi remplacé le triangle G'OO' par son équi- 
valent G'OG. 
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Partager un quadrilatère ABCD en deux parties équi- 
valentes par une droite partant 
d'un sommet B. 

Voici la solution indiquée par 
Jordanus Nemorarius dan s son De 
Triangulis (13 6 s.). 

On mène les diagonales AC 
et BD qui se coupent en G ; en 
supposant GC > GA , on peut 
prendre CE = GA et mener EL 
parallèle à BD. La droite qui 
joint D au milieu T de BL est la droite cherchée. 
En effet, on a 

tri.BDC BC GC GC 




Or 



Donc 



tri. LDC LC EC GA 

tri.BDC_GC 
tri.BDA GA* 

tri. BDC _ tri.BDC 
tri. LDC tri.BDA' 



Il résulte de cette dernière relation que les triangles 
BDA et LDC sont équivalents ; en ajoutant à BDA et 
LDC respectivement les triangles de même aire BDT 
et LDT, on obtient le quadrilatère ABTD et le triangle 
TDC qui sont par suite équivalents. 



IL Le point donné est a l'extérieur du polygone 

CONSIDÉRÉ. 



On suivra la même marche que dans la 3 e Solution 
du cas où le point est situé à l'intérieur du polygone. 

La construction relative au triangle se ramènera de 
même à un problème déjà traité (§ 1, III, 2' Cas). 
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3. — Les droites de division sont parallèles 
à une direction donnée. 



I. Triangle. — Diviser un triangle ABCe/i deux parties 
proportionnelles à m et n par une parallèle EF à l'un des 

côtés AC. 
On a 

tri. BEF 




m 



BF* 



tri. BAC m -\-n 
Il en résulte 



BC 



BF 



/ m 

\m-+- 



-BC)BC. 

n / 



BF est donc une moyenne 



m 



• BC et BC. On en 



proportionnelle entre BG = 

m-f-n 

déduit la construction indiquée "ci-contre. 

On étend sans difficulté cette construction au cas de 

la division d'un triangle en un nombre quelconque de 

parties proportionnelles à m, /i, p> ... 

Diviser un triangle ABC en deux parties proportionnelles 
à m et à n par une droite EF parallèle à une direction 

donnée MN. 
B Soit AD une droi- 

n. / N X n ^ >^F' * e menée par A pa- 
rallèlement à MN. 
Si G est le point 
qui divise CB en 
parties proportion- 
nelles à m et à n, 
il suffit, en utilisant un problème résolu antérieurement 
(§ i , I V), de déterminer dans l'angle C un triangle EFC 
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équivalent à AGC et dont la base EF soit parallèle à AD. 
Mais on peut donner une solution directe plus rapide. 

~ Q tri. EFC m . tri. ABC BC 

On a = et = — . 

tri. ABC m-hn tri. ADC DC 

Multiplions ces deux relations membre à membre, il 

vient 

tri. EFC m BC 



tri. ADC m + n DC 
On a d'autre part 

tri.EFC _ÇF 2 
tri. ADC " 



(1) 



(2) 



CD 

Rapprochant (1) et (2), on en déduit 



CF 2 = /— ™— .BCWCD. 



Ainsi CF est une moyenne proportionnelle entre 

CG = — — BC et CD. 

m -|-n 

Comme la question précédente, dont elle est d'ail- 
leurs une généralisation, la question que nous venons 
de traiter peut être étendue à la division du triangle 
en un nombre quelconque de parties proportionnelles. 

11. Trapèze. — Diviser un trapèze ABCD en deux par- 
ties proportionnelles à m et n 
par une parallèle aux bases. 
Soient I le point de ren- 
contre des côtés non paral- 
lèles AB, CD et IC'F'D la 
demi-circonférence décrite 
sur ID comme diamètre. 
De I comme centre, avec le 
.rayon IC, rabattons C en G 
et projetons C en H. Divisons HD en parties propor- 
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tionnelles à m et n au point G. Projetons G en F' et 
rabattons F' en F avec le rayon IF 7 : la parallèle EF à 
AD menée par F est la droite cherchée. 
En effet, on a par des considérations de similitude 

trap. AEFD tri. IAD — tri. IE F = ÎD 2 — ÏF 2 m 

trap. ABCD tri. IAD — tri.IBC ÏD 2 — Fc 2 ' 



2 



ou encore, puisque par construction IF =IGxID t 
CI*=IHxID, 

trap. AE FD ID — IG _ GD _ m 
trap. ABCD ID — IH HD m-hn 

III. Quadrilatère. — Diviser un quadrilatère ABCD 

en deux parties proportionnelles à 

^ //* et n par une droite EF parallèle 

I \ à une direction donnée MN. 

b/ \ En se référant au cas du tri- 

/ \ angle (1), on pourrait suivre 

p/ \ B absolument la môme marche 

/ \ qu'au § 2 (3 e Solution). 

[^ \ D On peut aussi employer un 

a & procédé imité de celui qui a 

m n servi à la résolution du pro- 
blème précédent. Soit J le point 
de rencontre des côtés AB et DC. On a 

quad. AEFD tri. J A D — tri. JEF 

_i ou 

quad. ABCD tri. JAD — tri. JBC 

_ .TAxJD — JExJF P*-X» ( . 
~JAxJD-4BxJC F-Q*' w 
on posant 

JAxJD = P', JBxJC=(J s et JExJF=X*. (3) 

On peut remarquer que l'.expression (2) a la môme 
forme que l'expression (1) du problème précédent où 
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l'on ferait ID = P, IC=Q et IF = X; X peut donc 
être construit comme il a été indiqué pour IF. 
Menons maintenant AK parallèle à MX ; on a 

JK_JA 

JF JK ' 

ou 



JE = JF— • 
JK 



(4) 



Multiplions (3) et (4) membre à membre, 

,JA 



JE =*£. 

X a été déterminé précédemment, on connaît JA et JK. 
On peut donc construire JE, ce qui donne le point E, 
et il ne reste plus qu'à mener par E la droite EF pa- 
rallèle à MN. 



IV. Polygone quelconque. — Diviser un polygone 
ABCDEFG en deux parties proportionnelles à m et n par 
une droite parallèle à une direction donnée MN. 

En se basant sur les résultats trouvés pour le tri- 
angle et le quadrilatère, 
on pourrait suivre abso- 
lument la môme marche 
qu'au § 2 (3 f Solution). 
Mais il nous paraît, 
plus simple d'employer 
le procédé suivant, qui a 
l'avantage de s'appliquer 
très facilement à la divi- 
sion en un nombre quel- 
conque de parties pro- 
portionnelles. 

Par chacun des som- 
mets du polygone, on mène des parallèles BH, GI, 

Fourrey. — Curios. yront. 19 




KjC 



G'L' 

f « 



0' 



F' IL'E' 



T 1^*- 



\~~~~ m 
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CL, ... à MN ; on décompose ainsi ce polygone en. un 
certain nombre de triangles et de trapèzes. On porte 
sur une droite indéfinie en A'H', H'G', ..., K'E', des seg- 
ments représentatifs des aires de ces dernières ligures, 
et on divise A'E' proportionnellement à m el n. Le 
point de division Q' tombant sur le segment L'Y' repré- 
sentant l'aire du trapèze LCJF, la question revient à 
diviser le trapèze, par une parallèle l'Q à la base, en 
deux parties proportionnelles à L'Q' et Q'F' (II). 



§ 4. — Questions diverses. 

Diviser le carré ABCD décote a en deux parties équi- 
valentes, de sorte qu'il jr ait encore un chemin d'une lar- 
geur donnée c conduisant aux deux parties (Recueil 
d'AonfcL-WAFi, 10' s.). 
Sur CD prenons CH = c, prolongeons DA de la 
quantité AM = DH = o— e, et 
B z c prolongeons de même BA jus- 
qu'à sa rencontre en L avec l'arc 
décrit de D comme centre et 
ayant DM comme rayon. Prenons 
sur LD, LK=DH, et par K 
menons KZ parallèle à LB ; une 
parallèle a BC menée par H com- 
plète le tracé. 

Nous allons montrer que les 
deux rectangles ABZK et ETHD 
sont équivalents. En effet, les parallèles AL et EK 
donnent 

\F — LK x AD _ (a — c)a 
LD 2a — c 

On en déduit aire ABZE = ^^^- 
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On a d'autre part 
aircETHD = DHxDE=(a — c)(a— AE) 
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<<* — g ) , 
2a — c 




Diviser le carré ABCD de côté a en trois parties équi- 
valentes, de sorte qu'il y ait encore un chemin d'une 

largeur donnée c conduisant aux 
trois parties (Recueil (TAboôl- 
WafA, 10 e s.). 

La construction est indiquée sur 
la ligure ci-contre. On en prouverait 
l'exactitude comme pour le pro- 
blème précédent. 

Dans un carré ABCD, on joint le 

milieu de chaque côté aux extrémités du 

côté opposé; l'octogone intérieur convexe ainsi formé a pour 

aire le sixième de celle du carré (J al de Vuibert 1891). 

Pour prouver que les aires de l'octogone A'E'... H' et 

du carré ABCD sont dans le rapport de 1 à 6, il suffit 

de montrer qu'il en est de même 
des aires des triangles A'OH' et 
AOII, désignant le centre du 
carré. 

Or puisque OII / = H / II, on a 
aussi 

tri. A'OH' = 1/2 tri. A'OH. 

D'autre part, dans le triangle 
AEG, les médianes AO et EH' 

se coupent au tiers de leur longueur à partir de la base ; 

on a donc A' = 1/3 A 

et tri. A'OH =1/3 tri. AOH. 

Par suite 

tri. A'OH' = 1/6 tri. AOH. 
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En projetant la figure ci-dessus sur un plan quelcon- 
que, on verrait que cette proposition s'étend au cas 
d'un parallélogramme. 

Si dans un quadrilatère ABCD, on mène par les mi- 
lieux I et K. de chacune des diagonales une parallèle à 
Vautre et qu'on joigne le point de concours aux milieux 
E, F, G, H des côtés du quadrilatère, ce dernier sera 
partagé en quatre quadrilatères équivalents (Brune, J al 
de C relie, 1841). 

En effet, menons la droite FG qui, comme on le sait, 
est parallèle à BD et, par suite, à 10. Le quadrilatère 

IFCG est le quart du 
quadrilatère total, car il 
est la moitié du quadri- 
latère rentrant IBCD,qui 
est lui-môme la moitié de 
ABCD. 

Mais les quadrilatères 
OFCG et IFCG sont 
équivalents, car ils ont une partie commune FCG et 
les triangles OFG, IFG sont équivalents ; donc 

quad. OFCG = 1/4 quad. ABCD. 

La démonstration serait analogue pour chacune des 
autres parties. 

Partager un cercle donné en un nombre quelconque de 
parties équivalentes entre elles tant en aire qu'en contour 
(LiiuiLLiER, Ann. de Gergonne, tome I, 1810). 

Soit AA' le diamètre du cercle à diviser en un cer- 
tain nombre de parties équivalentes, 5 par exemple. 
Partageons A A' en 5 x 2 = 10 parties égales entre elles, 
aux points C, D, ..., D', C; soit /-Tune de ces parties. Des 
points C, D, E, F, avec les rayons respectifs r, 2r, 3r, 
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4r, décrivons des [demi-circonférences au-dessus de 

AÀ' ; décrivons ensuite avec les mêmes rayons, des 

points C,D', E\ F', des 
demi - circonférences au- 
dessous de AA'. Nous ob- 
tenons ainsi 5 surfaces à 
contour rectiligne qui ré- 
pondent à la question. 

En effet, les longueurs des 
demi-circonférences supé- 
rieures (y compris celle de 
centre A ayant un rayon nul 

et celle de centre ayant pour rayon 5/-) forment la 

progression arithmétique 

0, r.r, 2r.r, 37:r, 4zr, 5^r; 

la somme de deux demi-circonférences à égale dislance 
des extrêmes, comme G et J — ou ce qui revient au 
même, comme G et J' ou J et G' — est égale à la somme 
des extrêmes, soit à S-rr. Ainsi, chacune des lignes 
courbes analogues à AGJ'A' a pour longueur la demi- 
circonférence du cercle donné ; de sorte que le périmètre 
d'une des surfaces divisionnaires est précisément égal à 
la circonférence entière et est, par suite, constant. 

D'autre part, les valeurs des aires des surfaces situées 
au-dessus de A A' forment la progression arithmétique 

*ï 3rçr 2 5*r| 7^ Skr 2 

2 ' 2 ' 2 * 2 ' 2 ' 

la somme des aires à égale distance des extrêmes comme 
G.H et I.J (ou, ce qui revient au même, comme 
G.H et I'.J' ou LJ et H'. G') est égale à la somme 
des extrêmes, soit à S^r*. On en déduit que Taire 
des surfaces divisionnaires est constante et égale au 1/5 
de celle du cercle donné. 
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Diviser en deux parties équivalentes au moyen d'unedroite 
la figure ACZB limitée par un arc de cercle CZB et par 
deux droites AC et AB (Traité (TEuclide, 3 e s. av. J.-C). 
Menons BC et par son milieu E élevons une perpen- 
diculaire qui rencontre Tare de cercle en Z. On a 

surf. CEZ = surf. BEZ et tri. ACE = 
tri. ABE; donc surf. ACZE = 
surf. ABZE. Par suite, si AEZ est 
une droite, et alors le triangle ACB 
est isocèle, le problème est résolu. 
Dans le cas où AEZ est une 
ligne brisée, menons par E une 
parallèle à AZqui rencontre AC en 
T: TZ est la droite cherchée. On a en effet tri. TZA = 
tri.EZA; si Ton ajoute à chacun de ces triangles la sur- 
face ABZ, on aura surf. ABZT = surf. ABZE. Or, 
cette dernière surface a pour aire la moitié de celle de la 
figure donnée, qui est par suite divisée en deux parties 
équivalentes par la droite TZ. 




Mener dans un cercle donné deux parallèles qui coupent 

une partie déterminée d'un cercle 
D, le tiers par exemple (Traité 
d'EucuDE). 

Soit AC le côté du triangle 

équilatéral inscrit dans le cercle 

D. Menons AD et DC, puis DB 

parallèle à AC. Joignons C à B 

et par le milieu E de Tare AC 

menons la parallèle EZ à CB : 

ECBZ est la surface cherchée. 

En effet, on a tri. ACD = tri. ACB: si Ton ajoute 

à chacun de ces triangles le segment AEC, on a 

surf. AECD = surf. AECB. Mais surf. AECD = 1/3 cercle ; 

donc surf. AECB = 1/3 cercle. 
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D'autre part, EZ étant parallèle à CB, ÉC = BZ, 

et comme ÉC = ËA, ÉÀ=6£; si Ton ajoute Éfe à 

chacun de ces derniers arcs, on a AB = É^. Donc 
corde AB = corde EZ et segm. AECFB = segm. ECFBZ ; 
si l'on retranche de part et d'autre le segment commun 
BFC, on a 

surf. AECB = surf. ECBZ = 1/3 cercle. 

S'il s'agissait de couper le quart, le cinquième, le 
sixième, ... du cercle, la solution serait analogue en 
prenant pour AC le côté du carré, du pentagone régu- 
lier, de l'hexagone régulier,... 



Décomposer un cercle donné A en trois parties équiva- 
lentes par trois droites (Métriques de Héron, 1 er s.?). 
Ce problème est impossible à résoudre exactement 

au moyen de la règle et du 
compas; mais Héron en a 
donné une solution approxi- 
mative (à 1/90 près environ) 
que nous allons exposer. 

Soit CB le côté du triangle 
équilatéral inscrit dans le 
cercle A ; on mène le diamètre 
ED parallèle à CB. La droite 
CD détermine un segment 
circulaire CZBXD dont l'aire est sensiblement égale au 
tiers de celle du cercle. 

En effet, l'aire du secteur ACZB est exactemenl égale 
à ce tiers. Si nous remplaçons le triangle CAB par son 
équivalent CBD, nous obtiendrons la surface mixtiligne 
CZBD équivalente au secteur; en ajoutant à cette sur- 
face le petit segment BXD dont l'aire est environ 1/90 
de celle du secteur ACZB, nous obtenons le segment 
CZBXD. 
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La seconde droite cherchée CD' est symétrique de 
CD par rapport à CA. 
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§ 1. — Corps polyédraux. 

Prisme. — On a certainement su déterminer le vo- 
lume du parallélépipède droitetvraisemblablcmentceluî 
du prisme droit dès la plus haute Antiquité. La con- 
naissance de la mesure du prisme oblique est sans doute 
plus récente. Euclide(3 c s. av. J.-C), dans ses Éléments, 
ne traite que le cas particulier du parallélépipède obli- 
que ; on ne trouve l'étude du cas général que dans les. 
Métriques de Héron (1 er s. ?). 

Pyramide. — Égyptiens. — Les Egyptiens connais- 
saient probablement la mesure exacte de la pyramide, 
car étant donné le grand nombre de monuments de 
cette forme édifiés par eux, ces grands constructeurs 
ont dû nécessairement se rendre compte des volumes 
de matériaux qu'ils employaient. 

Un second argument vient à l'appui de ce que nous 
venons de dire. Nous trouvons dans le Manuel d'AHMÈs 
(2000 av. J.-C.) diverses questions relatives au calcul 
de l'un des trois éléments suivants d'une pyramide ré- 
gulière à base carrée SABCD lorsqu'on connaît les 
deux autres : la demi-diagonale AO de la base, l'arête 
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SA et le rapport 
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AO 

SA 



ou seqtÇ) de la demi-diagonale à 




Taré te. Voici par exemple la pre- 
mière de ces questions. 

« Règle pour calculer une pyra- 
mide de 360 coudées à la diagonale 
de la base, 250 coudées à l'arête. 
Donne-moi son rapport. 

Fais la moitié de 360, ce qui 
donne 180 [AO] ; divise 180 par 250 

[SA], cela fait--- 



» 



2 5 50 



111 
Le rapport cherché est donc- — — : il est donné, con- 

formément à l'usage égyptien et grec, sous forme de 
fractions ayant l'unité pour numérateur ; on a d'ailleurs 

1.1.4 36 180 



2 



50 50 250 



Les problèmes dont nous venons de donner un spé- 
cimen se posaient lors de la construction des tombeaux ; 
leur connaissance est surprenante pour l'époque et 
montre bien que les Egyptiens avaient poussé assez loin 
1 étude des propriétés de la pyramide. 

Grecs. — Nous savons par un passage d'Archimède 
que Eudoxe (4 e s. av. J.-C.) est le premier qui ait démon- 
tré la proposition suivante: « Une pyramide est le tiers 
d'un prisme qui a la même base et la môme hauteur. » 
On retrouve cette proposition dans les Eléments d'Eu- 
cltde (3 e s. av. J.-C). 

Héron, dans ses Métriques (1 er s.?), donne comme 
exemple le calcul d'une pyramide oblique dont la base 
est un pentagone régulier. 



(*) Ce que nous appelons aujourd'hui le sinus de l'angle ASO. 
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Dans la Collection héronienne, on trouve plusieurs 
problèmes où il s'agit de déterminer le volume d'une 
pyramide isocèle à base carrée ou triangulaire connais- 
sant rareté et les côtés de la base. 

Hindous. — Aryabhatta (6 e s.) donne une règle 
inexacte : « Le demi-produit de la base par la hauteur 
•est le solide à six arêtes. » 

En revanche, Brahmegupta (7 e s.) et BHÂSKARA(12 e s.) 
savent calculer exactement le volume de la pyramide. 
Voici par exemple le précepte du premier relatif à cette 
question : « L'aire de la figure plane multipliée par la 
profondeur donne le contenu de l'excavation ( ! ) régu- 
lière [prisme] ; et celui-ci, divisé par 3, est le contenu 
■de l'aiguille [pyramide]. » 

Arabes. — Mohammed ben Moussa, dans la partie géo- 
métrique de son Algèbre (vers 820), donne la règle sui- 
vante : « Pour la pyramide, qu'elle soit triangulaire, 
quadrangulaire, circulaire, tu multiplies un tiers de la 
superficie de sa base par sa colonne (hauteur), c'est là 
sa mesure. » 

A noter que Mohammed, comme d'ailleurs les Hin- 
dous, ne fait pas de distinction entre la pyramide et le 
cône. 

Tronc de pyramide. — Égyptiens. — Le Manuel 
J'Ahmès (2000 av. J.-C.) contient la question ci-après: 
« Règle pour calculer un grenier quadrangulaire de 
10 coudées de longueur, 10 de largeur et 10 de hauteur. 
Combien contient-il de blé? » 

L'auteur, après avoir fait le produit de la base par la 
hauteur, ajoute à ce produit sa moitié, ce qui donne 



( 4 ) Dans la section des ouvrages hindous qui traite de la détermina- 
tion des volumes, il est toujours question de trouver le contenu d'une 
excavation. Cette section porte d'ailleurs le titre : « Excavations ». 
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1 500 : c'est ce qu'il considère comme le volume ; puis 
il prend 1/20 de 1500, afin d'obtenir le résultat en 
mesures de capacité pour les grains. 

Eisenlohr, le traducteur du célèbre papyrus Rhind qui 
renferme le Manuel, pense qu'il s'agit d'un volume py- 
ramidal tronqué à bases carrées, et que la longueur et 
la largeur données se rapportent à la petite base ; le rap- 
port entre les côtés des deux bases était sans doute tou- 
jours le même dans les greniers égyptiens, ce qui 
expliquerait l'absence d'indications du papyrus sur les- 
dimensions de la grande base. 

Voici comment on peut déterminer ce rapport entre 

les côtés a et a' des grande et petite bases. La hauteur 

étant désignée par A, le volume calculé par la règle ci- 

3 
dessus est —a'*h. Or, la Collection héronienne contient 

2 ' 

pour la détermination du volume du tronc de pyramide- 
la formule approchée h ( -^-^— -) , qui peut très bien être 

d'origine égyptienne ; on peut donc écrire, en consi- 
dérant cette dernière hypothèse comme fondée, 



3 
2 



a>*h = A(ï+ 2 a 'f 



d'où (« + a7=6o", 

a + a' = 2,45 a 



et -=1,45. 

a 

En admettant môme que les Egyptiens aient connu 
la règle exacte, qui se traduit comme on sait par la for- 
mule -(a 2 -+- a 12 + aa'), on arriverait en procédant 

comme ci-dessus à la valeur- = l,44,quicoïncide sen- 
ti 

siblement avec la précédente. 
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Eisenlohr a d'ailleurs relevé sur un document égyp- 
tien l'image d'un réservoir à blé dont les dimensions 
s'accordent avec le résultat que nous venons d'obtenir. 

Grecs. — Euclide ne traite pas, dans ses Eléments 
{3 e s. av. J.-C), de la mesure du tronc de pyramide. 
Héron, dans ses Métriques (1 er s. ?), donne une règle élé- 
gante et curieuse qui peut se traduire ainsi : Le volume 
du tronc de pyramide triangulaire à bases parallèles est 
équivalent à deux prismes ayant pour hauteur celle du 
tronc et pour bases, le premier un triangle dont les côtés 
sont les demi-sommes des cotés homologues des bases du 
tronc, et le second le tiers d'un triangle dont les cotés sont 
les demi-différences des mêmes côtés homologues. 

En effet, soit letroncde pyramide ABGDEZ de hauteur 
h ; menons par E un plan parallèle à D ACZ qui coupe 
ABC suivant HT ; on a AH=DE, CT = ZE. Soit X le 

milieu de HT ; les plans 
DEN, ZEN coupent ABC 
suivant les droites XXL 
et MNK. XN est égale et 
parallèle à DE et AH ; 
MX est égale et paral- 
lèle à CT et ZE ; par 
suite, X étant le milieu 
de HT, K et L sont res- 
pectivement les milieux 
de BH et BT.De plus, AXXH et MCTX sont des paral- 
lélogrammes équivalents, car ils ont même hauteur et 
des bases égales HN et NT. 

On peut alors décomposer le tronc de pyramide don- 
né comme suit: 




Vol.pr.XMNEDZ 
Vol.pr.AXMIED 



tri. XMN x A, 
l/2parall.AXNHx/i 

= l/2parall.MCTNxA, 



\ 
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Vol. pr. MCTNEZ = 1/2 parall. MCTN X h, 
Vol. pyr. EHTB = 1/3 tri. HTB x h 

= (tri. NTL + 1/3 tri. NTL) x A. 

On en déduit, en faisant la somme de ces relations 
membre à membre, 

Vol. tr. de pyr. =A(tri. XMN+parall. MCTN+tri. NTL 

l/3tri.NTL) = A(tri.XCL+l/3tri.NTL). 



Or, si Ton désigne para, A, c les côtés de la grande 
base, par a', ô', c\ les côtés homologues de la petite base, 
les côtés du triangle NTL ont respectivement pour 

valeur LT=^, NT=^', LN= C ^ ; 

ceux du triangle XCL ont pour valeur CL=CT-hLT 

= a! H- *=L* — a ±^- , XC = XM -+- MC 

2 2 

= XM-f-NT=^±^, LX = AK = ^±£'. 
On a donc bien la proposition annoncée. 

Dans une autre question, Héron étend son procédé 
à la recherche du volume d'un tronc de pyramide à bases 
carrées. Si Ton désigne par a et a' les côtés des bases, 
la règle de Héron revient à appliquer la formule 

Il suffit, en effet, de diviser le tronc de pyramide en 
deux parties égales par un plan diagonal et d'appliquer 
la règle donnée ci-dessus à chacun des troncs de pyra- 
mide triangulaires ainsi obtenus. On détermine de cette 
façon sur la grande base du solide considéré deux 
groupes de deux triangles rectangles isocèles égaux, l'un 
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de ces triangles de côté — — — correspondant à XCL, 
l'autre de côté ~ , correspondant à NTL; le premier 
groupe forme un carré d'aire ( a ~*~ a \ e t l'autre un 
carré d'aire / ~ ) . 

Cette règle se retrouve dans la Collection héronienne. 

Hindous. — Brahmkgupta (7 e s.) donne les trois règles 
suivantes, dans son Arithmétique, pour le calcul d'une 
excavation en forme de tronc de pyramide à bases car- 
rées. 

« L'aire, déduite des moitiés des sommes des côtés 
au sommet et au fond, étant multipliée par la profon- 
deur, est la mesure pratique du contenu. 

La moitié de la somme des aires au sommet et au 
fond, multipliée par la profondeur, donne le contenu 
grossier. 

Soustrayant le contenu pratique de l'autre, divisant 
la différence par 3 et ajoutant le quotient au contenu 
pratique, la somme est le contenu exact. » 

Si l'on représente par a et a' les côtés des bases su- 
périeure et inférieure, par h la hauteur, les formules 
traduisant les règles ci-dessus sont les suivantes : 

h ( -^^ ) (formule pratique), (1) 

h — ^- — (formule grossière), (2) 

r'î\ . /r, _l_ V\ 2T /„ _L_ #'\ 2 



(formule exacte). (3) 

On constate, en effet, que cette dernière formule, 

simplifiée, se réduit à - (a 2 -+-«'* -h aa r ), expression qui 
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représente bien le volume du tronc de pyramide à bases 
carrées. 

Un commentateur de Brahmegupta applique ces rè- 
gles au cas où a = 10, a' = 6, h = 30 et trouve : 
avec (1), 1920 ; avec (2), 2040; et avec (3), 1960. 

Dans l'article suivant, quia pour objet la détermina- 
tion du volume d'un solide à bases parallèles, nous in- 
diquerons le procédé remarquable employé par Bhâs- 
kara pour le calcul du contenu d'une excavation en 
forme de tronc de pyramide. 

Arabes. — Dans la partie géométrique de son Algè- 
bre, Mohammed ben Moussa (9 e s.) calcule comme suit le 
volume d'un pilier en forme de pyramide tronquée 

dont les bases carrées ont respectivement 
yr-2-, 2 et 4 de côté et dont la hauteur est 10. 

\ On peut considérer ce volume comme 

i \ la différence de deux pyramides ayant 
\ respectivement pour bases les grande et 
I \ petite bases du tronc. Le côté de la grande 
I \ base étant le double de celui de la petite, 
1*7 la hauteur II de la pyramide entière est 
i— r — * le double de celle de la pyramide à retran- 

cher et par suite de celle du tronc : on a 
donc H = 10x2 = 20. Le volume du tronc de pyra- 
mide est en conséquence égal à 

4*x2 2*xl0 _ ;n ,..j 
3 3 

Solide à bases parallèles. — ( )n sait que le volume V 
d'un solide compris entre deux plans parallèles et une 
surface engendrée par une droite est donnée par la re- 
lation suivante, qu'on appelle souvent formule des trois 
niveaux : , 

V = J (B + B' -+- 4B") , (1) 
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où h, B, B ; et B' représentent respectivement la dis- 
tance des deux bases, la base inférieure, la base supé- 
rieure et la section faite à égale distance des bases. 

Cette formule s'étend au cas où la surface latérale est 
une surface courbe remplissant certaines conditions. 
Elle s'applique à un grand nombre de volumes usuels, 
à telle enseigne que M. Casimir Rey, qui en a fait 
l'étude en 1886, Ta dénommée « Omniformulc de cu- 
bature ». M. Baillargé, de Québec, sous le titre : « Le 
Stereometricon — Nouveau système de toiser tous les 
corps par une seule et même règle », a publié en 1884 
une brochure où se trouvent réunis deux cents des so- 
lides dont la formule (1) permet de déterminer le vo- 
lume. 

Grecs. — Héron, dans ses Métriques (1 er s. ?), traite le 
cas particulier où le solide ABCDGEZH a pour bases 
extrêmes des rectangles semblables ou non entre eux ; 
le solide correspondant était appelé « bomisque » 
(autel) chez les (irecs : c'est, comme on le sait, la forme 
du tas de sable, dans le cas où les centres des deux rec- 
tangles se trouvent sur une même perpendiculaire aux 
bases. 

Voici le procédé employé par le savant Alexandrin 

pour déterminer le vo- 

Jr ^ lume d'un pareil solide, 

/a* / I \ procédé qui le conduit à 

s y s'v / h \ une règle différente de 

*/ . ~r'j&.. y^-AV \ D celle résultant de la for- 

/ ' / ' s* ' \ N / mule (i\ 

Kl^.yy „y 1: Vu Menons les plans KZHU 

Y n^-~t7^ — V \/ M et kHGN respectivement 

B L — 2 — y c parallèles à AEGD et 

BZEA ; ils coupent ABCD 
suivant les droites KU et LN et se coupent entre eux 

Fourrey. — Cnriof.'gêom. 20 
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suivant RH. Tirons enfin par les milieux F de KB et 

Y de LC des parallèles FM et YT à AD et AB. 

On peut alors décomposer comme suit le solide con- 
sidéré, de hauteur h, 

Vol. parallélép. AH = rect. KANR x h, 
Vol. pr. KH = 1/2 rect. BKRL x h 

= rect. FKRP x h, 
Vol. pr. DH = 1/2 rect. RNDU x h 

= Rect. RNTOxA, 
Vol. pyr. HLRUC = 1/3 rect. LRUC x h 

= 4/3 rect. PROX x h. 

On en déduit, en faisant la somme membre à membre, 

V = h (rect. FATX -+- 1/3 rect. PROX). 

Or, si l'on désigne par a et b, a' et b' les côtés des 
deux bases, cette relation devient 

V = A/ r 2±5-'.^±*'+l/3^=^.^--^Y (2) 
\ 2 2 ' 2 2 ) v J 

Cette formule, traduction de la règle de Héron et qui 
est d'ailleurs équivalente à la formule (1), est, comme 
on le voit, donnée sous une autre forme que la suivante : 

V = £ [6(2a -h a*) -{- // (2a' + «)], 

habituellement indiquée dans nos traites actuels de 
géométrie pour le volume du tas de sable. 

Héron en fait l'application ci-après : a = 20, a' = 16, 
4 = 12, 6 ; = 3, A = 10; il donne le résultat exact 

V = 1380. 

On retrouve celte règle dans la Collection héronienne. 

Remarquons enfin que si les rectangles de base de- 
viennent des carrés, autrement dit si a = 4, a' = 4', le 
solide considéré devient un tronc de pyramide ; la for- 
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mule (2) se transforme en une relation déjà donnée à 
l'article précédent, et également indiquée par Héron, 
pour le calcul du volume du tronc de pyramide à bases 
carrées. 

Hindous. — Nous avons été véritablement surpris — 
car nous ne croyons pas que le fait ait été signalé — 
de trouver dans la Lilâvatî de Bhàskara (12 e s.) une 
application incontestable de la formule des trois niveaux. 
L'auteur hindou indique pour le calcul du contenu 
d'une excavation en forme de tronc de pyramide à bases 
parallèles rectangulaires la règle ci -après : 

« La somme des aires au sommet et au fond et de Taire 
résultant de la somme [des côtés au sommet et au fond], 
étant divisée par 6, le quotient est Taire moyenne : 
celle-ci, multipliée par la profondeur, est le volume 
moyen. » 

Il utilise ensuite cette- règle pour calculer le contenu 
d'une excavation dont la hauteur est de 7 coudées, dont 
le rectangle du sommet a pour dimensions 12 et 10 
coudées et le rectangle du fond, 6 et 5. L'aire du pre- 
mier est 12x10 = 120, celle du second 6x5 = 30; 
Taire du rectangle ayant pour côtés la somme des côtés 

correspondants des deux bases est 

(12+6) (10 + 5) = 270 : cette aire 

est précisément quadruple de la 

section équidistante des bases, 

comme le fait remarquer Ganesa, 

un commentateur de Bhtïskara. Le 

sixième de la somme 120+30+270 

= 420, soit 70, est Taire moyenne ; 

le produit par 7 donne pour volume 490. (Test bien 

exactement le calcul auquel on aurait été conduit en 

appliquant la formule (1). 

Époque moderne. — Nous ne nous arrêterons pas à dé- 




308 LA GÉOMÉTRIE DE MESURE 

montrer l'exactitude de la formule des trois niveaux 
dans le cas simple où les faces latérales sont des trian- 
gles ou des trapèzes : on trouvera cette démonstration 
dans la plupart des traités de géométrie. Nous nous 
contenterons d'en donner un rapide historique. 

C'est au savant italien Torricelli (1644) qu'on doit les 
premières applications de cette formule. Newton au 
17 e siècle, Maclaurin et Simpson au 18% Steiner au 19 e 
en ont généralisé l'emploi. 

Elle a été retrouvée parle professeur français Sarrus, 
vers le milieu du 19 e siècle, dans les circonstances sui- 
vantes (Th. Schneider, Petit Temps du 15 novembre 1893): 
« Le savant Sarrus qui enseignait, il y a quarante ans, 
le calcul différentiel et intégral à la Faculté des Sciences 
de Strasbourg, se trouvait un jour dans une brasserie 
où il allait parfois se désaltérer. Là, il fut sollicité par 
un tonnelier de vouloir bien lui indiquer une formule 
de jaugeage des tonneaux à la fois simple et exacte. 
Sarrus y consentit avec sa bienveillance accoutumée ; 
mais craignant peut-être que le procédé qu'il indiquait 
à son interlocuteur ne parût à celui-ci un peu trop 
compliqué, il promit pour le lendemain la formule 1» 
plus simple qu'il fût possible d'établir. Il tint parole, 
en effet, et après avoir découvert le théorème général 
[exprimé parla formule (1)], il s'empressa de le traduire 
au tonnelier par la règle suivante : « Élevez les deux 
diamètres au carré ; ajoutez au carré du grand la moi- 
tié du carré du petit ; multipliez la somme obtenue par 
la longueur du tonneau et enfin le nouveau produit par 
0,5236. » Il est facile de vérifier que si dans la formule 

(1) on fait B = IV = ^ , B" = ^ , d et D désignant 
les diamètres du fond et de la section médiane, on a 
effectivement V = (D« + |Ux| f ' où |= 0,5236. 
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Enfin, M. Niewenglowski a déterminé en 189i à 
quelles conditions doit satisfaire un solide pour que la 
formule des trois niveaux lui soit applicable. 



Mur. — Dans la 3 e partie (1560) de son Traité géné- 
ral des Nombres et des Mesures, le mathématicien 
italien Tartaglia donne une règle simple pour le 
calcul du volume d'un mur limitant un espace rec- 
tangulaire. Si Ton désigne par h la hauteur du mur, 
par e son épaisseur constante, par p e et /?, les péri- 
mètres extérieur et intérieur, cette règle se traduit 
par la formule 



Va ^/////ï/////////V//////.///////, '-s 






V 



a! 



'////////////////////////////////. 



\ 



2 



(1) 



En représentant par a et V les 
côtés du rectangle intérieur, la 
surface du mur en plan a en 
effet pour expression 



e (2a' + 2V + ke) = e[(a l +2e + b' + 2e)+(a' +b*)\ 

= eti } < 




flU^ 



On en déduit immédiatement la formule (1). 

On peut étendre cette formule au cas d'un mur limi- 
tant une surface polygonale quel- 
conque. Si nous prolongeons les 
côtés intérieurs, comme l'indique 
la figure ci-contre, nous obtenons 
des losanges aux sommets, puisque 
les côtés intérieurs et extérieurs 
sont des parallèles équidistantes ; 
en ayant égard aux notations de la 
figure, on a pour la surface du mur en plan 
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a + a! . b-+-b' . c-+-c' . rf-R/' 



( 



2 2 2 2 

= * [( ^— ) + ( m+ 2 +n ) + ( î± i ±fi ) 



« 



Bf-L.Pl 



! 2/ 



Tartaglia étend sa règle au cas d'un mur de tour 
ronde. En désignant par r et r les rayons extérieur et 
intérieur, on a en effet comme surface en plan 

zr*— jcr'* = (r — r')(r+r')it=e(*r+*r') = e^+2<). 

BIBLIOGRAPHIE 

Voir à la On du chapitre. 



S 2. — Corps ronds. 

Cylindre. — On peut faire ici les mêmes remarques 
qu'à propos du prisme. Euclide ne traite que le cas du 
cylindre droit ; Héron, dans ses Métriques, étudie le cas 
général d'un cylindre oblique à base quelconque. 

Cône. — Grecs. — Une citation d'Archimède nous 
montre que c'est à Eldoxe (4 e s. av. J.-C.) qu'on est 
également redevable de la proposition suivante qu'on 
retrouve dans les Eléments d'EucLiDE : « Un cône est le 
tiers d'un cylindre qui a la même base et la même 
hauteur ». Mais il ne s'agit ici que du cône circulaire 
droit. 



STEREOMETRIE 



311 




Héron, dans ses Métriques (l M s. ?) calcule le volume 

d'un cône oblique dont la base 

est un cercle de diamètre 10 et 

dont la hauteur est 8. Il trouve 

11 
comme résultat 209 — , en pre- 

21 ■ 

22 
nant x = — • Sa règle, qui re- 
vient à appliquer la formule 

D 2 22 h 

V = — x — X — » est reproduite 

4 7 3 
dans la Collection héron ienne sous la forme 

v_ D'-xll A 

>-— nr" x s' 

Hindous et Arabes. — Les règles données pour la pyra- 
mide s'appliquent également au cône, les Hindous et 
les Arabes ne faisant pas de distinction entre les deux 
solides. 



Fig. extraite des Métriques. 



Tas de grains. — Les ouvrages mathématiques hin- 
dous renferment des règles pratiques pour déterminer 
la contenance des tas de grains. Nous suivrons ici la 
Ltldçatîde Bhàskara (12* s.). 

Lorsque sur une aire plane, on verse en tas des grains 
de blé, ceux-ci se disposent en forme de cône circu- 
laire droit ; suivant l'espèce du grain, la hauteur de ce 
cône est plus ou moins grande. Bhàskâra admet que 
cette hauteur est le 1/10 de la circonférence de base 
pour le « grain grossier », le 1/11 pour le « grain fin » 
et le 1/9 pour le « blé barbu ». 

Ayant alors à calculer la contenance d'un tas de blé 
grossier dont la circonférence c est donnée en coudées, 

l'auteur hindou prend le 1/6 de la circonférence/ — ) 
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qu'il élève au carré ( » ), et il multiplie le résultat par 

/ c \ c 3 

la hauteur ( — - ) , ce qui donne une contenance de — — — - 

\10/ • 6 2 xl0 

coudées cubiques ou mieux de-— —charis, lec'hari 

1 Jbx 10 

étant la mesure de capacité de la contenance d'une 

coudée cubique. 

Le rayon de base étant — et la hauteur — - , la 
J 2- 10 

10 



t. / c v* _ c 



contenance exacte du tas serait de v(^-) X 



c 3 



. Le rapport de la contenance indiquée par 

1«* /^ î u 

Bhàskara et de la contenance exacte serait donc égal à 
— ou à 1,0472; la première, qui est un peu supérieure 

à la seconde, revient à prendre t; = 3. 

Appliquant cette règle à c=60, le mathématicien 
hindou trouve comme résultat 600 c'haris; la conte- 
nance exacte serait 572,958. 

Bhàskara fait en outre 
observer que si le tas est 
appliqué soit le long d'un 
mur, soit à l'angle intérieur 
de deux murs à angle droit, 
soit à l'angle extérieur de 
ces deux murs, la circonfé- 
rence entière doit tHre multipliée par 1/2, 1/4 ou 3/4. 

Tronc de cône. — Égyptiens. — Le Manuel d'AHMÈs 
(2000 av. J.-C.) donne un procédé pour calculer la con- 
tenance d'un grenier rond de 9 coudées de diamètre et 
de 10 coudées de hauteur. 

L'auteur procède comme pour le cas du grenier qua- 

drangulaire : en utilisant / — \ comme valeur de x, il 




STEREOMETRIE 



313 



calcule la base, puis il la multiplie par 3/2 pour obtenir 
le volume. 

• On peut d'ailleurs ici faire les mêmes remarques 
qu'au § 1. Le grenier dont il s'agit est vraisemblable- 
ment en forme de tronc de cône ; le diamètre donné est 
celui de la petite base, et le rapport des diamètres des 
deux bases est d'environ 1,45. 

Grecs. — Euclide (3 e s. av. J.-C.) ne traite pas de la 
mesure du tronc de cône. Héron, dans ses Métriques 
(1 er s. ?), donne une règle qui revient à appliquer la for- 
mule 



^-tm-H/'r-T^ 



0) 



ou h, r etr' représentent respectivement la hauteur du 
tronc, les rayons des grande et petite bases. 

Cette formule, qui est l'analogue de celle déjà ren- 
contrée (§ 1) pour le tronc de pyramide à bases carrées, 
£st préférable à la formule équivalente , 



V — <V 2 



.'2 



rr') 



employée de nos jours, car elle 
exige une multiplication de 
moins. 

Voici, en substance, le procédé 
de Héron pour démontrer l'exac- 
titude de cette règle. Soit le tronc 
de cône circulaire droit EZ de 
M volume C, différence des cônes 
de hauteurs HZ et HE et de vo- 
lumes V et V. On lui circonscrit 
un tronc de pyramide SK à bases 
carrées, de volume P, différence des pyramides d'arêtes 
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HK et HS et de volumes V t et VJ. On a 



V HT V f ., , y y y — y ç 

v M vr u v; v] v.-vi p" 

Mais Ç = V = 4/3^HZ = * 

V \\ l/3 4r*..HZ 4 

On en déduit G = P . * . (2> 

4 

En appliquant la règle trouvée (§ 1) pour le tronc de 
pyramide à bases carrées, on peut écrire 

P = A[(r-hr') 2 +i/3(r — r ') 2 ]. 

Remplaçant dans (2), on en déduit aisément la for- 
mule (1). 

Cette formule (1) est également appliquée dans la 
Collection héronienne, en même temps que la formule 
actuelle. 



Sphère. — Archimdde. — Chez aucun peuple,, 
antérieurement à Archimède (3 e s. av. J.-C), on ne 
trouve de document où la mesure de la sphère soit 
traitée, môme simplement au point de vue pratique. 
L'illustre géomètre syracusain a montré une fois de plus 
l'originalité de son génie en établissant dans son ou- 
vrage Sur la sphère et le cylindre les propositions sui- 
vantes : 

« La surface d'une sphère quelconque est quadruple 
d'un de ses grands cercles. 

Une sphère quelconque est quadruple d'un cône qui 
a une base égale à un grand cercle de cette sphère et 
une hauteur égale au rayon de cette même sphère. 

Le cylindre qui a une base égale à un grand cercle 
d'une sphère et une hauteur égale au diamètre de cette 
sphère est égal à trois fois la moitié de cette sphère. 
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et la surface du cylindre, les bases étant comprises, est 
aussi égale à trois fois la moitié de la surface de cette 
même sphère. » 

C/est de cette dernière découverte qu'Archimède paraît 
avoir été le plus fier. Plutarque (1 er s.) (Vie des hommes 
illustres) nous apprend en effet que le savant grec avait 
prié «ses amis et ses parents de placer sur son tombeau, 
après sa mort, un cylindre renfermant une sphère et, 
pour suscription, le rapport du solide contenant au 
solide contenu ». 

Cicéron (1 er s. av. J.-C.) mentionne également le fait 
dans un passage des Tusculanes resté célèbre. « Pen- 
dant que j'étais questeur en Sicile, dit-il, je fus curieux 
de m'informer du tombeau d'Archimède à Syracuse où 
je trouvai qu'on le connaissait si peu, qu'on disait qu'il 
n'en restait aucun vestige ; mais je cherchai avec tant 
de soin que je le déterrai enfin sous des ronces et des 
épines. Je fis cette découverte à la faveur de quelques 
vers que je savais avoir été gravés sur son monument 
et qui portaient qu'on avait placé au-dessus une sphère 
et un cylindre. M'étant donc transporté hors de l'une 
des portes de Syracuse, dans une campagne couverte 
d'un grand nombre de tombeaux, et regardant de toutes 
parts avec attention, je découvris sur une petite colonne 
qui s'élevait par-dessus les buissons le cylindre et la 
sphère que je cherchais. Je dis aussitôt aux Syracusains 
qui m'accompagnaient que c'était sans doute le monu- 
ment d'Archimède. Kn effet, sitôt qu'on eut fait venir 
des gens pour couper les buissons et nous faire un 
passage, nous nous approchâmes de la colonne et lûmes 
sur la base l'inscription dont les vers étaient encore à 
demi-lisibles, le reste ayant été effacé par le temps. » 

Au sujet de cette découverte d'Archimède, nous cite- 
rons une inscription grecque, trouvée dans les ruines 
de Pergame, qui donne les nombres 42, 33 et 22 comme 
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représentant les volumes relatifs et les surfaces totales 
relatives du cube, du cylindre et de la sphère inscrits 
dans le cube. Si Ton suppose en effet le côté du cube 

22 

égal à 2 et t. = — , les volumes de ces trois corps sont 

,. . 7 A 4 , o 168 44 132 88 

respectivement représentes par 8= -, —=--—, —, 

ou encore sont proportionnels à 42, 33 et 22. Dans la 
môme hypothèse, les surfaces seront représentées res- 

r ♦ o( 168 132 88 # 

pectivement par 24 = -^- > — , — > ou seront propor- 
tionnelles à 42, 33 et 22. 

Enfin, à propos de la propriété du cylindre circonscrit 
à la sphère, Montucla signale que le problème suivant 
fut posé en 1773 dans un numéro du Mercure de 
France : 

Réponds-moi, d'Alembert, qui découvre les traces 

Des plus sublimes vérités, 

Quels sont les corps dont les surfaces 
Sont en même rapport que leurs solidilés? 

Comme bien on pense, d'Alembert ne se hâta pas 
de répondre ; le numéro suivant du Mercure contenait 
une des solutions du problème, celle correspondant à 
la sphère et au cylindre circonscrit. 

La question comporte en effet une infinité de solu- 
tions; en particulier, tous les corps réguliers ou non 
circonscrits à la sphère répondent à lajquestion. Soient 
par exemple deux polyèdres réguliers circonscrits à la 
sphère. Chacun d'eux peut être décomposé en py- 
ramides ayant pour bases les faces du polyèdre con- 
sidéré et pour sommet le centre de la sphère : le. 
volume de chacun des polyèdres sera donc le produit 
de sa surface par le tiers du rayon. Par suite, en dési- 
gnant par Y et V, S et S' les volumes et les surfaces 
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des polyèdres, par /• le rayon de la sphère, on a bien 

V_ 1/3Sr_S 
V' 1/3 S> S'' 



Époque postérieure à Archimède. — Héron, dans ses 
Métriques (1 er s.), donne pour le calcul du volume de la 
sphère deux règles qui se traduisent par la formule 
suivante, où d représente le diamètre : 

v=^xii. 

21 

22 

dette formule, qui suppose x = — , se rencontre 

également dans les écrits des agrimenseurs romains et 
dans la Collection héronienne. 

Les Hindous — Bhàskara tout au moins — savent 
que Taire de la sphère est égale à celle de quatre 
grands cercles et que son volume est le produit de 
cette aire par le sixième du diamètre. 

Voici comment Ganksa (1 6° s.) démontre cette dernière 
proposition. La surface delà sphère étant supposée divi- 
sée en autant d'éléments égaux qu'il y a d'unités dans 
l'expression numérique A de l'aire (le nombre A étant 
supposé entier), chacun de ces éléments est pris (ap- 
proximativement) comme base d'une pyramide ayant son 
sommet au centre de la sphère, (/représentant le diamè- 
tre, le volume d'une de ces pyramides a pour expression 

numérique 1/3x1 x- = '. ; le volume de la sphère 
est par suile - • Il est probable que ce mode de démons- 
tration, parfois employé encore aujourd'hui, est bien 
d'origine hindoue. 

Bhàskara donne enfin, dans sa Lilàvati (12 1 " s.), celte 

22 
règle simple qui suppose z= -: « La moitié du cube 
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du diamètre ajoutée à la 21 e partie de cette moitié est 
le volume contenu dans la sphère. » Ce volume a en 
effet pour expression 

rf 3 . 1 /d>\ /' , 1 \rf 3 22<£ 



(!)=( 



\( 



2 21 \2/ \ 21/2 7 6. 

Voici enlin, à titre de curiosité, comment Edouard 
Lagolt, dans ses leçons de « tachymétrie » (1876) 
arrive à déterminer le volume de la sphère : son procé- 
dé est inspiré de celui de Bhâskara. « Une graine de 
platane est formée d'une grande quantité de pyramides 
hérissées autour du noyau central. De la réalité à la 
science on doit supposer ce noyau très petit, se rédui- 
sant à un point invisible dans lequel se joindraient tous 
les sommets des pyramides. 

L'enveloppe de la sphère, étant égale à 4 cercles 
faits sur le rayon, sera uniformisée par un plateau for- 
mé de 4 planches jointives égales chacune à Kaire 
d'un cercle. Il ne restera plus qu'à uniformiser toutes 
les pyramides en hérisson, et pour cela je les implante 
sur le plateau. Elles seront jointes par les bases et ne 
laisseront aucun vide. 

Ainsi implantées, elles présentent l'aspect d'une 
mâchoire de crocodile sur laquelle il faut hardiment 
mettre la main (de l'esprit) pour les aplatir uniformé- 
ment au tiers de la hauteur. Alors la mâchoire, c'est-à- 
dire la sphère, est changée en un plateau, et ce plateau 
a pour hauteur le tiers du rayon. On aura donc par les 
opérations de Y Algèbre ta chy métrique : 

( = plateau x 1/3 du rayon 
Sphère, volume < = 4 aires de cercle x 1/3 rayon 

( = 1/3 x (4 aires de cercle x rayon). 

N'oubliez pas les 4 planches faisant chacune l'aire du 
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cercle ; la mâchoire de crocodile vous fera souvenir des 
pointes que Ton uniformise en les aplatissant au tiers. » 



BIBLIOGRAPHIE 

Voir à la fin du chapitre. 



§ 3. — Géométrie Hugodomoïdale. 

« L'équidomolde, dompteur de sphères. » 

« L'équidomolde est comme le soleil : aveugle 
qui ne le voit pas! » 

« L'Ecole hugodomoïdale est vraiment l' Ecolo 
romantique de la Géométrie. » 

« La sphère n'a plus qu'à se dégonfler... ou :i 
se résigner au rôle d'F.quidomoIde limite. » 

« Analyste ! rends hommage à la Vérité, sinon 
l'Equidomoide vengeur viendra peser, la nuit, 
sur ta poitrine anxieuse. » 

Projet d'affiche : 

« Jeunes élèves! 
N'écoutez pas ce farceur d'RquidomoIde 
Lequel prétend démolir notre sphère et veut 

[dégommer Archimède ! 
Sans craindre ses onglets, courons sus à l'Equido... 

[géométrique. 
Tombons tous sur l'excentrique 
A coups de trique! 
Muera! » 

C t# Lôopold Hugo. 

Le comte Léopold Hugo, neveu de notre grand poète, 
a publié dans plusieurs brochures, de 1867 à 1875, 
diverses recherches sur une catégorie de solides qu'il 
avait été amené à étudier par des considérations de miné- 
ralogie et qu'il a en conséquence dénommés « cristal- 
loïdes ». Bien que ces recherches présentent un certain 
intérêt théorique et pratique, elles n'ont été signalées 
dans aucun ouvrage de géométrie, du moins à noire con- 
naissance. Il convient de dire d'ailleurs que l'originalité 
— pour ne pas dire pis — du style de l'auteur, dont 
nous avons donné en épigraphe quelques échantillons, 
et qui dans son esprit devait attirer l'attention sur ses 
études, a plutôt nui à leur diffusion. 

Contrairement à ce qu'il pensait, Léopold Hugo n'est 
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pas le premier qui se soit occupé de cette nature de 
solides ; lui, qui, en apparence tout au moins, avait 
déclaré la guerre à la géométrie dite « archimédienne », 
eût sans doute été fort marri d'apprendre qu'un mathé- 
maticien — non des moindres — s'en était déjà occupé 
avant lui, et que ce mathématicien était précisément... 
Arcihmêde. La publication récente des Métriques de 
Héron d'Alexandrie a en effet permis de constater que 
le géomètre syracusain s'était occupé au moins d'un 
cas particulier de la question dans ses Éphodiqaes. 

Équidomoïdes. — Considérons un cube GHIJ... ; 
soit ÀPB une demi-circonférence dont le diamètre est 
la droite AU joignant les centres des deux bases du cube 
et dont le plan est perpendiculaire à l'arête KL. Admet- 
tons maintenant qu'une 
droite CP se déplace pa- 
rallèlement à KL de telle 
sorte que son extrémité P 
reste sur la demi-circon- 
férence APB. Dans son 
mouvement, cette droite 
engendre une surface cy- 
lindrique qui, limitée aux 
plans APB et ACB, est un 
onglet. Si l'on réunit 8 
onglets identiques, on 
formelesolidedelafigure, 
qui est un èquidomoïde à base carrée CDEF ; ce solide 
coupé par le plan CDEF donne le contenu d'une voûte 
dite en « arc de cloître ». 

On peut obtenir d'une manière analogue un èquido- 
moïde ayant pour base un polygone régulier quelconque. 
Nous donnons ci-après la série des équidomoïdes ayant 
pour base un triangle équilatéral, un carré, un penta- 
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gone, ..., et un cercle ayant même rayon que la demi- 
( circonférence directrice ; dans ce dernier cas, le solide 
engendré devient une sphère. On peut donc considérer 
la sphère comme un équidomoïde limite. 




Rase pentagonale. Base circulaire (sphère). 

Êquidoinoïdes régalien. 



Équltrémoïdes. — On peut imaginer une autre espèce 
de solides engendrés comme les équidomoïdes par une 
droite se déplaçant parallèlement à elle-même en sui- 
FoonmT. — Curiot. ijéow. 21 
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vant une demi-circonférence, mais celle-ci étant tan- 
gente en à Taxe AB : ce sont les èquitrèmoîdes. 





Base carrée. 



Base circulaire. 



Èquitrèmoîdes réguliers. 



I/équitrémoïde limite, à base circulaire, correspon- 
dant à la sphère des équidomoïdes, a, comme on le 
voit, la forme d'un sablier. 

Des cristalloïdes en général. — Si la directrice est 
une courbe quelconque au lieu d'être une demi-circonfé- 
rence, le solide formé par la réunion des onglets ainsi 
engendrés porte dans ce cas général le nom decristal- 
loide. 

En particulier, si la directrice est une demi-ellipse, 
on aura un ellidmoïde ou un ellitrèmoïde suivant que 
cette demi-ellipse aura ou non sa concavité tournée vers 
Taxe. 

On aura , au contrai re , so i t un hyper domolde ou un hyper- 
trémoïde, soit un pavadomoïde ou un parairèmolde selon 
que cette directrice sera une branche d'hyperbole ou 
une parabole. 

Tous ces solides sont caractérisés par la simplicité 
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des expressions de leur surface et de leur volume lorsque 
leur base B et leur hauteur H sont connues ; ces expres- 
sions sont en eflet une fraction numérique du produit 
BH. Nous nous contenterons de le montrer pour le cas 
de l'équidomoïde. 

Volume de l'équidomoïde. — L'équidomoïde étant formé 
par l'assemblage d'onglets cylindriques égaux, nous 
allons d'abord chercher le volume d'un de ces onglets. 

I. — Soit d'abord un onglet ABCD dont la base est un 
demi-cercle de rayon ?• et de centre 0, et dont la hauteur 
CD est égale à la circonférence du cercle de même 
rayon, soit à 2r.r. 

Menons un plan quelconque EFG perpendiculaire à 
AB; il coupe l'onglet suivant un triangle rectangle EFG 
semblable à OGD puisque les angles en Ë et en sont 
égaux. On a 

GF DC 



— V." — 9- 



EF OC 



d'où 



GF = 2kEF. 



Il en résulte que la surface du triangle EFG est équi- 
valente à celle du cercle de rayon EF. 

Supposons maintenant qu'on divise ÀB 
en un certain nombre de parties égales 
et qu'on mène par les points de division 
des plans perpendiculaires à ÀB. Nous 
partageons ainsi l'onglet en volumes élé- 
mentaires que nous pourrons assimiler à 
des prismes si nous faisons croître indé- 
finiment le nombre des divisions de AB, 
et dont les bases seront des triangles ana- 
logues à EFG. Ces prismes, d'après la 
remarque faite ci-dessus, seront équiva- 
lents à des cylindres de même hauteur et 
dont les rayons de base seront les segments EF. La 
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somme de ces cylindres donnant une sphère de rayon r f 
le volume de l'onglet sera équivalent à celui de cette 

4 

sphère, soit à-xr*. 

II. — Soit à présent un onglet de volume v, dont le 
rayon de base estr et dont la hauteur h est quelconque. 
Nous allons le comparer à l'onglet de même base, de 
hauteur 2*r et de volume V. Les triangles de section 
ayant môme base, sont entre eux comme leurs hauteurs, 

L 

c'est-à-dire dans le rapport — — • il en est de môme des 

cylindres élémentaires et par suite dos volumes des 
onglets. On a donc 

v h d'où t' = V-^ = 4/3^x-£-=2/3rV/. 



V 2rS 2r.r ' 2r.r 

Ainsi le volume de l'onglet cylindrique a pour expres- 
sion 2/3r 2 /*. 

III. — Soit enfin un équidomoïdc régulier dont la 
base a n côtés de longueur 2/i ; désignons par /• le 
rayon du cercle inscrit à cette base. L'équidomoïde se 
compose alors de 2n onglets ayant r pour rayon de base 
et h pour hauteur, et dont le volume est, d'après ce 
qu'on vient de voir, 

2n x 2/3 r*A = 2/3 X nhr x 2/-. 

Mais nhr représente la surface B de la base et 2r la 
hauteur H de l'équidomoïde ; le volume de ce dernier 
est par suite exprimé parla formule très simple 

2/3 BH. 

Ce volume est donc, comme pour la sphère, les 2/3 
de celui du cylindre circonscrit. 

Surface de l'équidomoïde. — Cherchons d'abord à déter- 



J 
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miner l'expression de la surface latérale d'un onglet, 
dans les mômes cas qu'au n° précédent. 

I. — La surface latérale de l'onglet (fig. de la p. 323) 
peut être considérée comme formée d'une infinité de 
rectangles ayant pour bases les droites GF = 2zEF; 
chacun de ces rectangles est équivalent à la surface laté- 
rale d'un cylindre circulaire de même hauteur et dont 
le rayon de base est une longueur EF. La somme des 
surfaces de ces cylindres étant équivalente à celle 
d'une sphère de rayon OC ou /•, soit à 4i:r*, la surface 
cherchée a la môme valeur. 

II. — On a, comme dans le cas du volume, « et Sdési- 
gnant respectivement les surfaces latérales d'un onglet 
quelconque et d'un onglet de hauteur 2zr, 

_ = „, dou . = -=**. 

III. — La surface de Téquidomoïde régulier composé 
de 2/i onglets a donc pour expression 

2a x 2rh = 2nh x2r = PII , 

si l'on désigne par P le périmètre de la base et par H 
la hauteur du solide. 

Cette surface est donc, comme pour la sphère, équi- 
valente à la surface latérale ou aux 2/3 de la surface 
totale du cylindre circonscrit. 

L'éqaidomolde chez Archiméde. — Dans ses Ephodiques, 
Arcuimède a déterminé, assurément pour la première 
fois, le volume de l'onglet cylindrique, mais on ne sait 
quel procédé il a employé. Comme application, il a 
montré dans le môme ouvrage que le solide commun à 
deux cylindres circulaires pénétrant Tun dans l'autre et 
dont les bases sont inscrites dans deux faces opposées 



326 LA GÉOMÉTRIE DE MESURE 

d'un cube a pour valeur les 2/3 du volume du cube. Ce 
solide commun est ce que nous avons appelé Téquido- 
moïde à base carrde et la valeur trouvée par Archimède 
est bien celle qui résulte de l'application de la formule 
2/3 BH donnée plus haut. 
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APPLICATIONS DIVERSES 



CHAPITRE I 

APPLICATIONS DE LA GÉOMÉTRIE AU CALCUL 



Nous avons eu occasion de signaler dans l'Introduc- 
tion le parti qu'avaient tiré les Grecs, puis les Arabes 
et les savants de la Renaissance, de l'application de la 
Géométrie au Calcul. 

Le 19 e siècle a vu se constituer le Calcul graphique, 
qui permet d'arriver rapidement à des résultats difficiles 
à obtenir par toute autre voie. 

Nous nous contenterons de traiter ici certaines ques- 
tions dont la résolution présente quelque intérêt de 
curiosité. On en trouvera d'autres exemples dans nos 
Récréations arithmétiques. 



$ 1. — Exécution des opérations arithmétiques. 

Nous ne ferons que mentionner l'addition et la sous 
traction graphiques, en raison de leur simplicité. 
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Multiplication. — Soit à trouver le produit des seg- 
ments /,, / 2 , / 3 , ... représentant à une certaine échelle 
des nombres donnés. Un porte sur une droite OX un 

segment 01 égal à l'unité 
de longueur, on élève en 1 
une perpendiculaire à OX 
sur laquelle on porte des seg- 
ments l/ lf l/ Sv l/ 3 , ... égaux 
aux segments donnés et on 
mène 0/,, 0/ 2 , Ot,,... On 
porte 1/j en 02 et on élève en 
2 une perpendiculaire qui 
rencontre 04 en 2' ; on porte 
22' de en 3 sur OX et on élève en 3 une perpendicu- 
laire qui rencontre 0/ 3 en 3', etc. Les segments 22', 
33\ ... représentent respectivement les produits /, x h r 

l i ^^ » 2 ^X * 3 j • • • 

En effet, on a 

22_02 




d'où 



01 



**£ — — *i ^^ '* • 



On a, d'une façon analogue, 




33;_03 
\L 01 



d'où 



33' = 22 , x/ 3 = /,x/ 2 x/ 3 - 

Division. — Soit à trou- 
ver le quotient des segments 
a et b. On porte sur une 
droite OX, à partir de 0, l'unité de longueur en 01 et 
le segment b en 06; en b, on élève une perpendiculaire 
ba égale à a. On tire 0a 7 et la longueur \q de la perpen- 
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diculaire en 1 à OX, comprise entre OX et Oa, est la 
quotient cherché. On a en effet 



d'où 



\q ba 

01 — 06 ' 

* ba_ a_ 

9 ~Qb~ b 



• Remarque. — Une fraction — pouvant être, d'après 



ce que nous venons de voir, représentée par un seg- 
ment iq } les opérations sur les fractions peuvent être 
ramenées aux opérations sur les nombres entiers. 

Élévation aux puissances. — Soient / le segment 




représentant le nombre donné qu'il s'agit d'élever à une 
certaine puissance, X'X et Y'Y deux droites perpendi- 
culaires se coupant en 0. On porte l'unité de longueur 
sur OX en 0/ , et le segment / sur OY en 0/j ; on joint 
/ / t et on élève sur cette droite en l k une perpendicu- 
laire qui rencontre OX' en / 4 , puis sur celle-ci en /, une 
nouvelle perpendiculaire qui coupe OY' en ^ ,... 0/,, 
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0/ 2 , 0/ 3ï ... représentent respectivement les 1", 2 e , 
3% ... puissances du nombre donné. 

En effet, une propriété bien connue du triangle rec- 
tangle permet d'écrire 

0/oXO/ 2 =Ô~4 ou 0/, = /*. 

— 2 
0/,xO/ 3 =0/ 2 ou /x O/3 =/ A ou encore 0/ 3 =/ 3 , . . . 

On pourrait aussi pour ce problème, soit appliquer la 
règle de la multiplication à ce cas particulier, soit uti- 
liser les procédés que nous indiquerons au § 3 pour 
déterminer les termes d'une progression géométrique 
dont on connaît les deux premiers (ici 1 et /). 

Extraction de la racine carrée. — On peut indiquer 
plusieurs procédés pour cette opération (la recherche 
graphique des racines d'un degré supérieur au second 
n'est pas possible, si Ton n'emploie que la règle et le 
compas). 

1° Construction d'une moyenne proportionnelle. — Il suffit 

de construire une moyenne pro- 
portionnelle lr entre le segment 
unité 01 et le segment 1/ repré- 
sentant le nombre donné N dont 
il s'agit de déterminer la racine 
carrée. 
Lorsque N est un peu élevé, ce procédé n'est pas su- 
sceptible d'une grande exactitude. Toutefois, si N est 
décomposable en deux facteurs a et b dont le rapport 

soit dans des limites acceptables, y/N s'obtient encore 
avec assez de précision par la construction d'une moyenne 
proportionnelle entre a et b. 

2° Emploi du théorème de Pythagore. — Nous avons déjà 
rappelé (l re Partie, Chap. 3, § 2) le théorème suivant 
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de Ferbiat : Tout nombre entier est soit carré, soit com- 
posé de 2, 3 ou 4 carrés au plus. 

Etant donné un nombre entier quelconque, il est donc 
toujours possible de le décomposer en carrés ; il en ré- 
sulte qu'on pourra déterminer sa racine par l'applica- 
tion successive du théorème de Pythagore. On a, par 
exemple, 35 = 1* -+- 3* -+- 5* ; on en déduit la construction 

•ci-dessous (fig. à) qui donne graphiquement y/ 35. 




o 1 m. 




t 



Fig. a. 



Fig. b. 



Il peut être, dans certains cas, plus pratique de con- 
sidérer le nombre comme une différence ou une somme 
•algébrique de carrés. Ainsi, on a 

28 = l î 4-3 2 + 3 f + 3 i = 2 i + 2 2 + 2 î + 4 2 

= l 2 -+-l 2 -+-i 2 + 5 2 

«t aussi 28 = 8* — 6 2 ; il est préférable ici d'employer la 

dernière décomposition : \/28 est ainsi le côté d'un 
triangle rectangle dont 8 est l'hypoténuse et 6 l'autre 
côté. On peut même donner, pour un nombre impair 
quelconque 2a -+-4, une solution générale: on a en 
effet, dans ce cas, 2a+l = («-+- 1)* — a 2 . 

Enfin, l'emploi du théorème de Pythagore permet de 
dresser une sorte de table graphique des racines carrées 
de la suite naturelle des nombres ; les racines des nom- 
bres 4, 9, 16,... fournissent une vérification facile. La 



332 



APPLICATIONS DIVERSES 



figure b donne les premiers éléments d'une pareille 
table. 
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§ 2. — Résolution des problèmes numériques- 
Procédés arabes. — Nous allons donner quelques 
exemples, d'après Mohammed bkn Moussa Al Khàrizmi, 
de l'application de la Géométrie au Calcul algébrique 
chez les Arabes^). Les procédés de l'auteur musulman 
découlent en partie des solutions générales données 
par Euclide en raisonnant non pas sur des nombres, 
mais sur des grandeurs géométriques. 

I. Trouver un nombre dont le carré, plus le décuple, 

fasse 39. — Al Khàrizmi désigne 
par radix ou res le nombre in- 
connu, par census son carré. 
Nous simplifierons cette termi- 
nologie en représentant, confor- 
mément à l'usage actuel, le 
nombre para:, de sorte que nous 
au rons x 2 + 1 x = 39 . 
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Fig. a. 



1 er Procédé (Al Khàrizmi). 

— Supposons x* représenté par 

le carré ABCD ; prenons sur les prolongements de 

ses côtés les segments BJ, CO, ... égaux entre eux et à 



(') Il s'agit en somme de déterminer géométriquement les solutions 
positives de l'équation du second degré dans les trois seuls cas possibles 
x 2 -+- px = g, x- -h q = px, x 2 = px ■+■ q, p et q étant des nombres posi- 
tifs. 
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10 

-7-1 puis construisons les rectangles RJLC, COND 

La figure entière représentera a^+lOx dont la valeur 
est 39; si l'on y ajoute les 4 petits carrés en pointillé 
valant ensemble lx(-j =2.1, on obtient le grand 

carré EHPM dont ia valeur est 39 + 25 = 64, et dont 
le côté est par conséquent 8. Ainsi AB ou x=IJ — 2BJ 

— 8 2xt = ^ ^e nombre cherché est donc 3. 

2* Procédé (Al Khâbizmi. — Calqué sur El'clide, Élé- 
ments. Livres II, 6 et 







VI, 29). — Soient 
ABHK un rectangle de 
côtés lOetx et BDMH 
un carré de côté x : 
le rectangle ADMK a 
ainsi pour valeur 






E 6 E x*H-10xou 39. 






Fig * C étant le 


milieu de 


AB, nous 


construisons le carré CDFE sur CD : 




Or 


i a 






carré 


CF 


= carré LG + rect. HF + rect. CM 
se carré LG - 


H rect. AH, 



car les deux rectangles AL et HF sont équivalents. Par 
suite, 

/ION 



carré CF = (" ,0 Y-r- 39 = 6 

Donc CD = 8 et BDoux = 8 — - 
is 

En résumé, on voit que les deux procédés ci-dessua 



= 64. 

(0_ 
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reviennent, pour le cas général où l'on a x--^-px = q r 
à construire un carré EHPM (fig. a) ou CDFE (fig. b) 

r+?; on n'a plus ensuite pour 



■SM- 



trouver x qu'à retrancher ■£- du côté du carré ainsi 
construit. • 



II. Trouver un nombre dont le carré augmenté de 21 

soit égala 10 fois ce nombre. — Nous nous contenterons 

d'indiquer le procédé qui résulterait de l'application à 

ce cas particulier de la solution générale donnée par 

Euclide (Eléments, Livres 

II, 5 et VI, 28);lacoustruc- 

■"" -" ""- -""■*■- tion d'Aï. Khàhizmi, bien 

qu'un peu plus compliquée, 
est au fond la même. 

On a ici .r* -+-21 = 10.*. 
Soit ABHK un rectangle 
E F ° de côtés 10 et x et BDMH 
un carré de côté x : le rec- 
tangle ADMK a ainsi pour valeur 21 . C étant le milieu 
de AU, nous construisons le carré CBGE sur CB ; on 

forme ainsi le carré LMFE, de côté LM = - — x. On a 

4 carré LF = carré CG — rect. CM — rect. DG 

s carré CG — rect. AM, 

car les deux rectangles AL et DG sont équivalents. Par 
suite, 

/10V 



<fl 



Nous avons implicitement admis dans la construction 
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10 
précédente r< — ; en faisant l'hypothèse contraire, 

.r>-^, qui n'a pas été considérée par Al Khârizmi, 

nous allons montrer que 
le problème admet une se- 
conde solution. La con- 
struction est analogue à 
la précédente : on obtient 
le carré FELM de côté 

ML = j- — — • On a 




carré FL s rect. GL — rect. GM s rect. DE — rect. GM 

s: carré AE — rect. AM. 
Il en résulte 

carré FL = (y Y — 21=4. 

Donc ML = 2 et BD oui= , f + 2 = 7. 

2 

Le procédé indiqué revient donc, dans le cas général 
x i -\-q=px, à former un carré LMFE dont Taire ait 

pour expression dans la première hypothèse/-^- — x\ 

= P- <y, et dans la seconde (x — P- \ = P — a. On 

4 ' \ 2/ 4 H 

voit aisément que pour que la construction soit possible il 

faut qu'on ait P~ J> q. 

4 



III. Trouver un nombre dont le carré soit égal au 
triple de ce nombre plus 4. — On a ici x i = 3x-\-i et 
nécessairement .r > 3. La construction est toujours la 
même; elle est encore cette fois un peu plus simple que 



336 APPLICATIONS DIVERSES 

celle d'Aï, Khârizmi. On obtient le carré FELM de côté 
ML = x — 3/2. On a 

carré FL = rect. FK + rect. GL==: rect. FK + rect. DE 
— carré AE + rect. AM, 

1 d'où 

| ««««(fy + i^ 

Donc ML = — 

, ' et BD ou c = | + | = 4- 

Dans le cas général x i = px-\-<j, le procédé revient 
a former un carré FELM d'aire (*— «) =^-+9- 

Procédés Japonais. — Les Japonais, avant l'intro- 
duction dans leur pays de la science européenne, se 
servaient fréquemment de figures géométriques pour 
résoudre les problèmes numériques. Ces derniers étaient 
partagés en trois types: problèmes correspondant à 
notre règle de trois, partages, problèmes des excès et 
des défauts. Nous allons donner un exemple dechacun 
de ces types. 

I. 3 personnes reçoivent ensemble 36 bous d'argent; 
combien de bous recevront 10 personnes ? 

Admettons que les 36 bons des 3 personnes soient 
représentés par le rectangle \BCD(fi'j.a). Si l'on prend 
AH = ~-, le rectangle ATÏUH sera la part d'une per- 
sonne. De même si l'on prend AE=10AB, le rectangle 
AEFU représentera la part de 10 personnes. Or AEFH 
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est le tiers de AEID qui est équivalent à 10 ABCD, 
c'est-à-dire à 10x36 bous. Le nombre cherché est donc 
le 1/3 de 10x36: c'est 120. 



d c 



ji 




A B 



£ 



A. Nombre 
de. lièvres 



B 



Nombre 
de coqs 



Fig. a. 



Fig. b. 



II. On a un certain nombre de lièvres et de coqs; le 
nombre de leurs têtes est égal à 100 et le nombre de leurs 
pieds à 284. On demande le nombre des lièvres et le 
nombre des coqs. 

Le nombre total de pieds, 284, est la somme des pro- 
duits du nombre de lièvres par 4 (rectangle ABCD) 
(fig. b) et du nombre de coqs par 2 (rectangle BEFG) : 
281 peut donc être représenté par la figure formée des 
rectangles ABCD et BEFG. Si nous retranchons de cette 
figure le rectangle hachuré AEFH représentant le pro- 
duit du nombre total de têtes par le nombre des pieds 
d'un coq (100x2 = 200), le rectangle non hachuré 
HGCD (284 — 200 = 84) désignera le produit du nombre 
de lièvres par la différence 2 entre les nombres des pieds 
d'un lièvre et d'un coq. On aura donc le nombre de 

84 
lièvres en divisant 84 par 2: il y a par suite — = 42 

lièvres et 100 — 42 = 38 coqs. 



2 



III. Un officier de police passant sur un pont entend 

une bande de voleurs qui, sous le pont, procède au partage 

de quelques pièces de soie volées. « Si nous donnons à 

chacun 7 pièces, il en restera 6, et si nous voulions en 

Fourrey. — Curios. Qéom. 22 
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prendre chacun 8, il en manquerait 9. » L'officier peut-il 
deviner le nom bre des voleurs et le nombre des pièces volées ? 

Soit ABCD un rectangle dont le côté AD représente 

le nombre inconnu des 
voleurs et dont le côté 
AB est égal à 7; ac- 
colons-lui le rectangle 
BHEF de côlés BH = 1 
et HE = 6. La figure 
AHEFCD représente 
alors le nombre total 
de pièces de soie dans 
la première hypothèse. 
Soit maintenant le 
rectangle A'H'G'D' tel que A'D' = AD, A'H' = AH = 8; 
si nous en retranchons le rectangle F'E'G'C de côtés 
F'E'=1 et E'G' = 9, le polygone A'H'E'F'C'D' figure 
encore le nombre total de pièces de soie, dans la se- 
conde hypothèse. 

Les figures AHEFCD et A'H'E'F'C'D', qui représentent 
le mOme nombre et dans lesquelles on a AH = A'H', 
FE = FE', CD = C'D' et AD = A'D\ sont nécessaire- 
ment égales ; par suite 

FC = F'C' = 9 et AD = HE+FC = 6-h9 = 15. 

Ainsi le nombre des voleurs est 15 et le nombre de 
pièces volées 15x7 + 6 = 111. 

Procédés divers. — I. Extraire la racine carrée de 
4500 (Théon, Commentaire sur VAlmageste de PtoUmée, 
4 e s.). — Nous supposerons comme Théon que les unités 
de 4500 appartiennent au système sexagésimal. Chacune 
de ces unités ou degrés étant divisée en 60 unités se- 
condaires ou minutes, chacune de celles-ci sera à son 
tour divisée en 60 secondes, etc. 
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Le carré entier le plus rapproché par défaut de 4500 
est 4489, dont la racine est 67. Soient ABCD et AEFG 
deux carrés représentant respectivement 4500 et 4489. 
Si l'on retranche le second du premier, la figure restante 
a pour valeur 41 unités ou 660'; cette figure, appelée 
par les Grecs gnomon, se compose de deux rectangles 
égaux ES et GR etd'un carré FC. La hauteur commune de 

ces rectangles (qui estaussi 
celle du gnomon et le côté 
du carré) s'obtiendra ap- 
proximativement en divi- 
sant 660' par le double delà 
base AE ou 67° x 2 = 134°: 
on obtient ainsi 4' pour 
quotient. Les deux rectan- 
gles correspondant à cette 
valeur approchée de la* 



B 

55" 

V 

E 



67* 



M- 






I 



K 



G J<QD 



hauteur du gnomon sont 



El, GK ; Taire de chacun 
d'eux est 67° x 4' = 268', soit ensemble 536', et le carré 
complémentaire FJ a pour valeur 4' xi' = 16". Donc 
si Ton adoptait pour valeur approchée de la racine cher- 
chée le côté AH du grand carré AJ, le reste serait 
660—536' — 16" = 7424*. 

Si Ton admet à nouveau que 7424" représente un 
gnomon, on obtiendra approximativement sa hauteur 
en divisant 7424" par le double de AH ou par 2 x 67° 4' 
= 134° 8': le quotient est 55". L'aire de chacun des 
deux rectangles correspondants HX et LP est 67° 4' 
X 55" = 3688" 40'", soit ensemble 7377" 20"; celle du carré 
complémentaire JO est 55" x 55" = 3025 ,v . Si Ton adop- 
tait pour valeur approchée de la racine le côté AM du 
grand carré AO, le reste serait 7421" — 7377" 20" 
— 3025 ,v = 45"49'"35 ,v . 

On pourrait raisonner sur ce dernier reste comme 
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sur les précédents et obtenir une plus grande approxi- 
mation. Si l'on s'en tient au résultat actuel, la racine 

}_ 

60 



est 67° 4' 35' = 67 



ftfft» 

5o 



60 3 



19 



IL Les — d'un nombre sont éqaux à sa racine carrée : 

20 J 

quel est ce nombre? (Léonard de Pise, Liber Abaci r 
1 202). 

Soient ab le nombre donné, at l'unité de longueur ; 

construisons le rectangle abdt sur 

ab et at, et le carré aekz sur 

19 
ae = — ab comme côté. On doit 

20 
avoir d'après l'énoncé ae = \/ab 

ou ae = ab\ on en déduit 
carré aekz s: rect. abdt, ou en 

retranchant de part et d'au- 
tre le rectangle commun aeit r 
rect. tikz =: rect. ebdi\ cette der- 

nière relation donne ti x ki = ei xdi ou — = — . On 

di ki 

déduit de cette proportion . l .. = — ^—- » c'est-à-dire 

tt -+■ di ex -4- ki 

m » 

II 




t x 



et ae 1 

, -_ - ou encore — = -; mais 

ta ek ab ek ab 

20 



ae 19 « 
= -, donc 



ek=.— et Taire du carré aekz qui représente le nom- 
19 



bre cherché est 



20 



)='. 



400 



19/ 361 

Comme le remarque Léonard de Pise, puisque ab > ae r 
on doit avoir ae^>l ou az^>at et par conséquent t 
se trouve entre a et z. 

III. Trouver trois nombres tels que la somme des deu.r 
premiers soit 50, celle des deux derniers 70, celle du der- 
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B \ 



nier et du premier 60 (D'après Benedetti, Spéculations 

<lit>ersie, 1385). 

Soit ABC le triangle de 
côtés 50, 70 et 60; si nous 
traçons le cercle inscrit 
à ABC, les distances des 
sommets du triangle aux 
points de contact représen- 
teront les nombres cher- 
chés x,y y z. 

On voit immédiatement 
sur la figure ci-contre que 




2r = AB + AC — BC, 



<Toù 



x = 



50-4-60 — 70 



= 20 



De môme 



y= 



50 -h 70 — 60 



= 30, 



60 + 70 — 50 _ 40 
2 



Les problèmes que nous allons maintenant présenter 
ont été résolus algébriquement par leurs auteurs. Nous 
allons exposer une solution géométrique du premier ; 
quant aux autres, nous nous contenterons d'en donner 
Ténoncé, laissant à nos lecteurs le soin d'en trouver la 
solution, tout à fait analogue à celle qui suit ( f ). 

I. Un bambou mesurant 32 coudées et s' élevant sur un 
terrain plat est brisé en un point par la force du vent ; son 



(*) La simplicité de la résolution géométrique de ces problèmes 
s'explique par ce fait que l'équation du second degré à laquelle on est 
conduit se réduit à une équation du premier degré. 
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extrémité vient rencontrer la terre à 16 coudées \de son 
pied] ; dis, mathématicien, à combien de coudées du pied 
il a été brisé ? (Bhâskara, Ulâvatî et Vija Ganita, 12 e s.). 
Soient AR la hauteur du bambou, C le point où il a été 
brisé. Afin de simplifier le langage, nous désignerons 
par x la distance cherchée AC. Le triangle rectangle 
ACB' donne (fig. a) 

CB^ÀC^ + AB' 1 , 

ou (32 — a:) 1 = a? + 16*. (1) 

Construisons maintenant (fig. b) un carré MNOP de 



32 



B 



cV 



*«*> 



v » 



yïï/J^ffffMJ^WfwJk^ ft 



Fig. a. 



32-X + t 




^— o...+-#. 



.-2X. 



X. 2 39 

Fig. f. 



côté 32 — u:, dans lequel nous inscrivons le carré SNQR 
de côté x. D'après la relation (1), la partie non ombrée 
du carré MNOP représente 16*; or cette surface se 
compose des rectangles MSRT et TQOP de même base 
MS = QO = 32 — 2x et dont les hauteurs sont x et 
32 — x. Ces deux rectangles placés bout à bout ont donc 
pour base 32 — 2x et pour hauteur 32. Ainsi le rectan- 
gle (32 — 2.r)x32 a même aire que le carré 16x16 
ou que le rectangle 8 x 32 ; les bases 32 — 2x et 8 sont 
donc nécessairement égales et on voit immédiatement 
sur la fig. c que la longueur 2x est égale à 32 — 8 = 21, 
c'est-à-dire qu'on a x = 12. 



APPLICATIONS DE LA GEOMETRIE AU CALCUL 



343 




Fig. d. 



II. A la surface d'un lac oh des flamants et des grues se 

montrent en grand nombre, émerge 
l'extrémité d'une tige de lotus qu'on 
aperçoit à une main au-dessus de 
l'eau. Sous l'action du cent, la tige 
se penche graduellement et est sub- 
mergée à la distance de 2 coudées. 
Calcule vivement, mathématicien, la 
profondeur de l'eau [une main équi- 
vaut à une demi-coudée] (Bhàs- 
kara, Lîlâvati et Vija Ganita). 

15 

Réponse : ~r • 

III. D'un arbre haut de 100 coudées un singe est des- 
cendu et se rend à un étang distant de 200 coudées, pen- 
dant qu'un autre singe, sautant d'une certaine hauteur au- 
dessus de l'arbre, se rend rapidement au même point par 
la diagonale. Si l'espace parcouru par les deux singes 
est le même, dis-moi vivement, homme savant, la hauteur 
du saut, si tu as appris à calculer rapidement (Bhâskara, 
Lllâvati et Vija Ganita) (fig. e). 

Réponse : 50 . [x = 150.] 




w^^mmmmmmm^ 4^mw^^^w? 



• ^ n*"50'*"J^« 

Fig. e. Fig. f. 

IV. Deux tours élevées l'une de 30 pas, l'autre de 40, 
sont distantes de 50 pas ; entre les deux se trouve une fon- 
taine vers le centre de laquelle deux oiseaux descendant 
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des sommets des deux tours se dirigent du même vol et 
parviennent dans le même temps ; quelles sont les distances 
horizontales du centre de la fontaine aux deux tours ? 
(Léonard de Pise, Liber Abaci, 4202) (fig. /). 

Réponse: 32 etl8. 
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§ 3. — Sommation des progressions géométriques. 

Cas général. — Problème. — Les deux premiers ter- 
mes d'une progression géométrique quelconque étant don- 
nés, déterminer les termes suivants : 

i re Solution (Torkicelli, Quadratura parabo/œ. Florence, 

1644). — Inscrivons le premier 
terme ÀB' entre les côtés d'un angle 
quelconque ZOY ; puis sur B'A por- 
tons une longueur B'I égale au se- 
cond terme et menons par I une 
parallèle à OY qui rencontre OZ en 
B. Menons enfin successivement les 
parallèles BC à AB', CC'à BB', CD' 
à BC et ainsi de suite. BC = IB' 
représente le second terme, et CD', 
DE', ... les termes suivants de la 
progression. 




Fig. a. 

On a en effet, par exemple, 



BC 
AU' 



OB 
<>A 



OC 
OB' 



OC 
OB 



CD' 



BC 



V 



Ainsi 
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AB' BC 



Autrement dit, le rapport de deux segments paral- 
lèles consécutifs est constant : ces segments forment 



donc une progression géométrique de raison 



BC 
AB 



2° Solution (D'après G. Darzens, J al de Longchamps, 
1893). — Portons sur une droite AR (/?#.£) un segment 
AB' représentant le premier terme, puis dans une direc- 
tion quelconque traçons un segment B'B égal au second 
terme ; par B menons BC parallèle à AB' et égal à 
B'B. Menons enfin les droites AB et B'C et inscrivons 
entre elles des segments CC, CD', D'D,... successive- 
ment parallèles à B'B etBC: les longueurs CD' = CC, 
DE' = DD',... représentent les termes suivants de la 
progression. On a en effet, par exemple, 

BB' CC 
AB' BC ' 

BC CD 7 

ou — = 

AB' BC 



S. T> 





3« Solution. — Portons sur une droite AR (fig. c) un 
segment AB' représentant le premier terme ; en B' éle- 
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vons sur AR une perpendiculaire B'T et du même point 
comme centre, avec un rayon B'B égal au second terme, 
décrivons un arc de cercle auquel nous menons par À la 
tangente AS. Par le point de tangence B abaissons BC 
perpendiculaire sur BT, puis C'C perpendiculaire sur 
AS, CD' perpendiculaire sur BT, et ainsi de suite. Les 
segments consécutifs AB\ B'B, BC, C'C, CD',. .. forment 
une progression géométrique. 

Les triangles rectangles semblables ABB', B'C'B, 
BCC, C'D'C,... donnent en effet 

BB' BC CC CD' 



AB' BB' BC CC 

Sommation. — La résolution du problème précé- 
dent va nous permettre de déterminer immédiatement 
la somme d'un nombre quelconque de termes d'une 
progression géométrique quelconque. 

Ire et 2 e Solutions (Torricelli et G. Dàrzens). — Les» 




\ 



s 



N S » 

\ \ x 



B' \c\jf s *Er \ ù" 



termes de la progression géométrique étant représentés 
par les segments parallèles AB', BC, CD',... inscrits 
entre les côtés d'un certain angle YOZ, si nous prolon- 
geons les droites CC, DD', EE', ... jusqu'à leur ren- 
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contre avec AB' en C", D", E", ..., il est évident que AC\ 
AD ff , AE", ... donnent la somme des 2, 3, 4, ... premiers 
termes de la progression. 

Si Ton suppose maintenant la progression décrois- 
sante et illimitée, les points B, C, D, E, ... et B', C, 
D', E', ... tendent vers le sommet et la somme des 
termes a pour limite le segment AO" déterminé par la 
parallèle 00" à BU' menée par 0. On peut déduire fa- 
cilement de ce tracé l'expression numérique de la 
somme cherchée S dans le cas considéré, connaissant 
le premier terme a et la raison q de la progression: 



9 = 



B(7 
AB 



d'où 



OB 
"OA 

S = 



o'ir s— * 

0"A s 



a 



i-q 



3 e Solution. — D'après le tracé indiqué au problème 
précédent, AB' étant le premier terme de la progression, 
ÀBx) étant droit et AO mené de telle sorte que la per- 
pendiculaire B'B abais- 
sée de B' sur cette droite 
soit égale au 2 e terme, 
les segments BC, C'C, 
CD\ D'D, DE 7 , E'E, ... 
perpendiculaires suc- 
cessivement à B'O et AO 
sont les termes suivants 
de la progression. Soit 
maintenant 0" le point de rencontre de AB' et de la 
perpendiculaire en à AO. 

Les sommes successives des termes représentés par 
les segments parallèles à AO* sont données sur AO' en 
AB', AC, AD", AE', ... ; celles des termes représentés 




C D" E" 0" 
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par les segments parallèles à 00' sont données sur 00 T 
-en O'CT, 0TT, O'E", ... 

Si la progression est décroissante et illimitée, la 
somme de tous les termes est ainsi représentée par 
celle de l'hypoténuse AO" et du côté 00* du triangle 
rectangle AOO". 

Cas particuliers. — Sommation de la progression 

111 
indéfinie —• — •-:••• — Nous nous contenterons d'in- 

2 4 8 
diquer des solutions différentes de celles qui résulte- 
raient de l'application des procédés donnés ci-dessus 
pour une progression géométrique quelconque. 

ire Solution (Euclide, 3 e s. av. J.-C). — Le géo- 
mètre grec a résolu cette question 
dans ses Éléments (1, liv. X) sous la 



D-r 



a t 



K 



h.. 



F.. 



Bl 



cl 



G.. 



forme suivante: Si d'une grandeur 



El 



donnée AU on retranche une partie 
IIB égale à la moitié de AB, si du 
reste AH on retranche une partie KH 
égale à la moitié" de AH, et ainsi de 
suite, on finira par trouver un reste 
qui sera inférieur à une grandeur 
donnée C. 

En effet, en portant sur une droite 

indéfinie la grandeur C un nombre 

suffisant de fois en DF, FG, GE, on finit par obtenir 

une grandeur DE > AB ; supposons maintenant AB 

divisé conformément à l'énoncé. On a 

AU = ^<^<DG. 

AK= AH DG = C 
2 2 



Ainsi 



AK<C. 
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Celle proposition peut encore s'énoncer ainsi: La 
différence entre la grandeur Ali et la somme g" - ' -- ! - 



Elle s'exprimerait aujourd'hui de la manière suivante: 

, ,..,,, AB , AB , AB , , , u 

La limite de la somme —■ -f- — — h -s — I — ■ est AB, 

SI nous supposons AB égale à l'unité de longueur, 
on voit que la somme des termes de la progression 

i i i „, . 



2 e Solution. — Soit ABCD un carré représentant l'unité 
de surface. Construisons le 
* X ■ carré A'B'C'D' d'aire 1/2 dont 

les sommets sont les milieux 
des côtés de ABCD; puis de 
. la même manière, le carré 
tf a' A'B'CD\ dont l'aire est la 

moitié de celle de A'B'C'D' ou 
1/4 ; puis le carré À"1TC*D" 
d'aire 1/8, ... 
D c ' c Le premier terme 1/2 de la 

progression considérée peut 
être représenté par les 4 triangles hachurés du pour- 
tour de ABCD, le second terme 1/4 par les 4 trian- 
gles pointillés du pourtour de A'B'C'D', le troisième 
terme 1/8 par les 4 triangles k hachures croisées du 
pourtour de A'B'C'D"... En continuant cette construc- 
tion, on voil que la partie ombrée aboutit au point (), 
centre de ABCD, c'esl-à-dire qu'elle a pour limite l'aire 
de ABCD ou 1. On a donc bien 

1 + 1/2+1/4 h- 1/8 + ... = !. 
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3 e Solution. — Soit ABC un triangle rectangle isocèle 
dont nous prendrons Taire pour unité. Abaissons du 

sommet A de l'angle droit 
une perpendiculaire AD 
sur l'hypoténuse BC, puis 
de D une perpendiculaire 
sur AB, et ainsi de suite. 
Les triangles DAC, EAD, 
FED, ... successivement 
obtenus représentent res- 
pectivement 1/2 , 1/4 , 
1/8, ... ; la somme des aires de tous ces triangles a évi- 
demment pour limite Faire de ABC, c'est-à-dire 1. 




H B 



Sommation de la progression indéfinie 1 • 



1 1 

4 ' 16 



l re Solution. 



Archimède (Quadrature de la parabole, 
prop. 23, 3 e s. av. J.-C.) Ta pré- 
sentée sous la forme ci-après: 
Étant donné un nombre quel- 
conque de grandeurs A, B, C, 
D, E telles que chacune d'elles 
contient 4 fois celle qui la suit 
immédiatement, la somme de ces 
grandeurs augmentée du 1/3 de 
la plus petite E est égale aux 4/3 
de la plus grande A. 
Soient U, X, Y, Z d'autres grandeurs qui soient res- 
pectivement le 1/3 dcB, C, D, E. 







A 






B 


C De 



On a II + U = 



j-A + iAxi=i/3A; 
* 4 .} 



de m(*mc C-l-X 



D 
E 



1/3 B, 
i/3 i\ 



Y = 

Z = I/3D. 
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Par suite 

(B-|-C + D + E) + (U + XH-Y + Z) 

= V3(A + B_|_c+.D). 

Mais U + X-hY = l/3(B + C + D); 

donc B + C + D + Eh-Z = 1/3\. 

F 

Ajoutant A de part et d'autre et remplaçant Z par—" 1 , 

A + B + C + D + E + f = 4/3 A. C.q.f.cJ. 

Aujourd'hui, on conclurait de ce qui précède que si 
le nombre des grandeurs données A, B, C, ... augmente in- 
définiment, la dernière et son tiers tendent çers zéro et la 
somme de ces grandeurs tend vers 4/3 A. Si l'on prend 
A pour unité, on a donc 

»+«+.. .=4/3. 



1 



Il serait d'ailleurs facile de généraliser cette démons- 
tration et de l'appliquer à une progression décroissante 
quelconque. 

2« Solution. — Soient ABC un triangle d'aire égale à 

l'unité, D et E les milieux 
de AC et AB, et BD la mé- 
diane relative au sommet 
B. Joignons D et E, me- 
nons EF parallèle à \C 
jusqu'à sa rencontre en 
F avec BD, puis GF pa- 
rallèle à BC jusqu'à sa ren- 
contre en G avec AB, et 
ainsi de suite. 

On voit immédiatement que les aires des triangles 
ombrés ADE, EFG, GHI ont respectivement pour valeur 
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i. , _, — ... • leur somme est égale à 1/3, car ADE 
4 16 64' 

est le 1/3 du trapèze AEKC, EFG est le 1/3 du trapèze 
EKLG ... et par suite ADE + EFG + ... est le 1/3 de 
ABC, c'est-à-dire de 1 . 



On a donc j + l + ^-h- 



= 1/3 



= 4/3. 



Problème. — Une circonférence est divisée en un cer- 
tain nombre de parties égales. Par les points de division 
A, M, N, P, Q, ... on mène des rayons et par l'un de ces 
points, kpar exemple, on abaisse une perpendiculaire AB' 

sur le rayon OM le 
plus proche, puis de H r 
on abaisse une nou- 
velle perpendiculaire 
B'b sur le rayon sui- 
vant, et ainsi de suite 
indéfiniment. On de- 
mande quelle est la 
somme de toutes ces 
perpendiculaires (D'a- 
près le J al de Vuibert, 
1878-79). 

Abaissons B'B per- 
pendiculaire sur AO, 
puis BC perpendiculaire sur OM, et ainsi de suite ; on voit 
immédiatement que B'B = B'6, BC' = &c', CC= ce,... 
Ainsi le problème revient à trouver la somme des per- 
pendiculaires AB', B'B, BC\ C'C, ... aux côtés d'un angle 
connu AOB'. Nous allons voir quel résultat on obtient 
dans les cas les plus simples en appliquant la 3 e Solution 




Fig. a. 
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donnée pour la sommation d'une progression géomé- 
trique quelconque et en supposant que le rayon AO soit 
pris pour unité de longueur. 

A()B / = 60° (Hexagone, fig. b.) — Dans le triangle 
AOO' on a AO = l et comme O" = 60°, A = 30° et 

AO' = 200". On en déduit AO" = ^ et 00" = ^ - 

3 3 

La somme cherchée a ainsi pour expression 00" -+- AO" 

=^\J'd : elle est donc égale au côté du triangle équila- 
téral inscrit. 

\/ï, BB'=^, BG f =^..., 



De plus, comme AB' = 




ff 0'' 



Fig. 6. 




cette construction fournit un procédé géométrique pour 
sommer la progression indéfiniment décroissante 

V'3 VS V/3 

• —— — • — • • • 

2 4 8 

de raison 1/2 ou, ce qui revient au même, pour sommer 
la progression 

i i 1 
2*4*8 



— • — • • • 



AOB' = 45° (Octogone, fig. c). — On a A0 = 00" 

= 1, A0" = \/2.La somme cherchée OO'+AO" 

= 1+02 est donc égale au rayon augmenté du côté 
du carré inscrit. 



Fourret. — Curios. géom. 



23 
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Comme AB' = *^, BB' = i, BC' = ^. • . ,cepro 

cédé revient à la sommation géométrique de la progres- 
sion 



2 2 4 



de raison 



S/2 
2 



AOB' = 30° {Dodécagone, fig. rf). — On a AO = 4 et 
comme A = 60% AO" = 2 AO = 2 ; d'où 00" = ^3 . La 

somme cherchée AO" 4- 00" = 2 + 0$ est donc égale au 

diamètre augmenté 
du côté du triangle 
équilatéral inscrit. 
On somme ainsi 
géométrîquementla 
progression 




Fig. d. 



1 \/3 3 

— • ■* ■ • — — 

2 4 8 



de raison 



V/3 



S 4 



Sommation de séries. 



I. Somme des n premiers nombres. — Considé- 
rons la figure AEFD {fig. à) formée par l'adjonction de 
rectangles composés eux-mêmes de 1 ou 2 ou 3... ou n 
carrés égaux, chacun de ces carrés représentant une 
unité. Cette figure AEFD représentera alors la somme 
cherchée S ; si nous lui accolons la figure égale EBCF, 
nous obtiendrons le rectangle ABCD qui contiendra 
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*(/*+!) carrés et qui aura pour valeur 2S. 
déduit 

s _ ft(tt+i) 
2 
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Fig. a. 
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. 



a g a G* 

Fig. c. 



II. Somme des n premiers nombres impairs. — 

Considérons les carrés AEFG et AE'F'G' dont les côtés 
représentent respectivement ÀetA + 1 unités {fig. A). 
La différence entre ces deux carrés est donnée par la 
figure ombrée EE'F'G'GF qui, nous le savons (§ 2), 
était appelée gnomon chez les Grecs : cette figure est 
formée de deux rectangles d'aire 2k et d'un carré d'aire 
1. On passera donc du carré £*au carré suivant (k +1)* 
en ajoutant au premier un gnomon représentant le 
nombre impair 2A+1. 

On en déduit qu'en ajoutant au carré AEFG de va- 
leur 1 {fig. c) [gnomon se réduisant à un carré] un gno- 
mon de valeur 2 + 1 ou 3, on obtient le carré AE'F'G' 
de valeur (1 -M)* ou 2"; en ajoutant à AE'F'G' un gno- 
mon de valeur 2x2 + 1 ou S, on obtient le carré 
AE"F"G" de valeur (2 + 1)* ou 3 S ... La somme des n 
premiers gnomons ainsi accolés ou, ce qui revient au 
même, la somme des n premiers nombres impairs est 
donc représentée par un carré de côté n dont la va- 
leur est, par suite, n 1 . Ainsi la somme des n premiers 
nombres impairs est égale au carré de leur nombre. 
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Ce proeédé géométrique pour déterminer la somme 
des n premiers nombres impairs est dû aux Pythago- 
riciens (Aristote, Physique). 

III. Somme des n premiers produits des nombres 
pris deux à deux dans leur ordre naturel (A. Ricoun). 
On a ici, S désignant la somme cherchée, 

S = 1.2 + 2. 3 -h 3. 4 H h<«+l), 

d'où 

n(?i-+-i) 
2 



S_1.2 2.3 3.4 
2 — 2 2 2 



Cette dernière relation peut s'écrire, d'après I, 

= 1 -H(l+2)-f-(t+2 + 3) + --. 

+ (l-+-2+-3H h»)- (1) 

Considérons le rectangle ABCD dont les côtés 



B 



1 1 2 


3 \ n 


1 ': 2 


! 3 \ 


n(n+i) 


1 : 2 


3 




1 i 2 


3.* 


12 


2.3 



M 2 



3 



D 



AH et AD représentent respectivement n + 2 et 
H-2 + 3H hn = y ^ yl + 1 ) unités; l'aire du rec- 

tangle a pour râleur >jfo-H)("±2) 

La ligne brisée EF parlage ABCD en deux séries de 
rectangles : Tune (AEFD divisé en bandes verticales) 
a pourexpression4.2 + 2.3-+-3 .4+... -f-/i(/i-+-l)=S 
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et l'autre (EBGF divisé en bandes horizontales), 
4+(l-+-2)-h(l + 2+3)+... 

-h(i+2H h#i)=-5 d'après (1). 



On a donc 



S + ? 



S 
2 



ou 



3S_ n(nH-l)(n + 2) 
2 2 



d'où 



s _ /i(n+l)(n + 2) 

3 



IV. Somme des carrés des n premiers nombres. 

— Soit le rectangle ABCD dont 
les côtés AB et AD représen- 
tent respectivement k et /r+l 
unités : on peut le considérer 
comme formé du carré ABEF 
d'aire A- 2 et du rectangle FECD 
d'aire k. On a donc 

A-* = *(jfc + l) — k. 

Si dans cette relation on 
remplace successivement k par 1, 2, 3,... w, et qu'on 
ajoute les résultats obtenus, on a, en désignant par S la 
somme cherchée et en ayant égard aux résultats I et III 

g _ n(n-\-l)(n-\-2 ) _ n(n + i ) 

3 2 ' 




ou encore 



s _ n(n+ 1 )(2kH-1) 



V. Somme des cubes des n premiers nombres. — 

Soit un carré ABCD de côté 1 +2 + 3 H h* dans le- 
quel on construit d'autres carrés ayant un sommet A et 
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deux côtés AB et AD communs et dont les côtés res- 
pectifs sont 1, 1 + 2, 1-+-2+3..., Un gnomon quel- 
conque B'BCDD'C ainsi déterminé, de largeur À-, a 
pour aire 

2 rect. B'BCF — carré C'ECF = 2k x AD — k\ 



Mais AD = 4 + S + 3H \-k = 



*(*-+-!). 



B' 



Taire dont il s'agit a donc encore pour expression 

Ainsi le gnomon considéré, de largeur k, a pour 
valeur À* 3 . 
On en déduit que les gnomons de la figure ci-contre 

ont, successivement, pour 

B e C valeur l s , 2 8 ,3 a ,.- zi'etque 

leur somme est représen- 
tée par un carré de côté 
1+2-f- 3 + ... +n. On 
a donc cette proposition re- 
marquable : La somme des 
cubes des n premiers nom- 
bres est égale au carré de la 
somme de ces nombres. 

La démonstration que 

nous venons de donner est 

due à un algébriste arabe du commencement du 

11 e siècle, Alkharkhî (Woepcke, Extraits du Fakhn\ 

Paris, 1853). 



r 


l 
i 
i 

c 






»../f — » 


3 

2 

TU 


3 





D' 



D 



VI. Sommation de la série 



1 1 1 

— + — ■+-- — 
1.2 2.3 3.4 



lrc Solution (Baehh, Assoc . franc, p. l'avanc. dessciences, 
1877). — Considérons un parallélogramme ABCD dont les 
diagonales se coupent en E. Menons par E une paral- 
lèle à AB qui coupe BC en E' ; la droite E'D rencontre 
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AC en F; menons FF' parallèle à AB, joignons F' "tet 

D, et ainsi de suite. On 

B E' F'tfH' C ad > abord ^g = 1/2 . 

CB ' 

Les triangles sem- 
blables E'FC et DFA 
donnent ensuite 

£^z= Œ ' = l/2. 
AF AD ' 




Par suite, 



CF' CF . ,, 
CB = ÂC = 1/3 



On a de même Ç^ = 1/4, Çi£ = l/5, etc. Ainsi 

LB LB 

i * f CE' CF' CG' CH' a . 

les rapports successifs — , —, —, — • -repré- 
sentent les inverses de la suite naturelle des nombres. 
On a aussi 



ET' 
CB 

F'G' 
CB 



CE' — CF' 1 

CB 2 

CF' — CG' 1 

CB 3 



I = -i 
3 2.3 



i 



\ 



3.4 



PF K'F' VC 

La somme S des rapports - , -f— , — — , • • • repré- 

tjlJ y.ji3 'ili 

sente donc celle des termes de la série considérée. On a 



S = 



BK' + K'F' + F'G' 
CB 



= 1 



Ainsi la somme cherchée est l'unité. 



2 e Solution (Si'xdara Row, Geometrical exercises in 



aco 
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paptrfoldiny. Madras, 1898). 




— Soit une droite AB aux 
extrémités de laquelle 
nous élevons deux per- 
pendiculaires AC et BX 
en sens contraires, la 
première étant limitée 
en un point quelconque 

C. Portons sur BX, en 
BD, BE.BF,... 1,2, 3,... 
longueurs égales à AC ; 
les droites joignant C à 

D, E, F,... rencontrent 
ABen D , E', F,... On a 



£=*• 



AE' 
AB 



= 1/3, 



AF' 
AB 



= 1/4,... 



On achèvera comme à la précédente solution, 



BIBLIOGRAPHIE 



A. Ri cour. — Application de la géométrie élémentaire à l'arithmétique. 
Mém. d. 1. Soc. d'Agric, Se. et Arts du Nord. Douai, 4870-72. 



§ 5. — Application au oaloul des probabilités. 



Rappelons la définition de la probabilité d'un événe- 
ment. 

Si Ton considère une urne contenant 5 boules dont 
2 blanches et 3 noires et si Ton extrait une boule au 
hasard, personne n'hésitera àdirequ'il y a 2 chances sur 5 
pour que la boule soit blanche, c'est-à-dire que sur 5 cas 
qui peuvent se présenter et qui sont également possibles, 
il y en a 2 favorables h la sortie d'une boule blanche. La 
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probabilité de cet événement pourra donc être représentée 

2 
par - . 

D'une façon générale, la probabilité d'un événement 
est le rapport du nombre des cas favorables à l'arrivée 
de cet événement au nombre total des cas qui peuvent 
se réaliser, tous les cas étant supposés également pos- 
sibles. 




Problème I. — On prend au hasard un point M dans 
l'intérieur d'un triangle èquilatéral ABC; quelle est la 

probabilité pour que, si de 
ce point on abaisse des per- 
pendiculaires MA, , MB 4 , 
MCj sur les trois cotés, on 
puisse former un triangle 
avec MA,, MB,, MC, (E. Le- 
moine). 

Soient ABC le triangle 
formé en joignantlesmilieux 
des cotés et DE une paral- 
lèle à AC passant par M, ce 
dernier point étant supposé à l'intérieur de A'B'C'. 
D'après une propriété connue, la somme MA, + MC, 
est égale à une hauteur du triangle èquilatéral BDE, 
hauteur qui est nécessairement supérieure à MB,. On a 
donc 

MB, < MA, + MC, ; 

de môme, MA, < MB, + MC,, 

MC, <MA, + MB,. 

On remarquera d'ailleurs que si M est situé hors de 
A'B'C, par exemple dans BC'A\ 

MB ft >MA, + MG l . 
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Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que 
MA MBj et MC, puissent former un triangle est que M 
soit situé à l'intérieur de A'B'C. 

L'ensemble des cas favorables peut donc être repré- 
senté par Taire du triangle A'B'C ; l'ensemble des cas 
possibles, par l'aire du triangle ABC; et la probabilité 

cherchée, par le rapport — — 1 ——— = 1/4. 

aire ABC 

On peut étendre cette solution à un triangle quel- 
conque; c'est d'ailleurs sous cette dernière forme que 
M. E. Lemoine a présenté la question. 

Problème II. — On donne une barre que l'on casse en 
3 fragments. Probabilité pour que l'on puisse former un 
triangle avec ces 3 fragments (E. Lemoine). 

Les 3 fragments peuvent être représentés par les 3 
perpendiculaires abaissées d'un point M situé à l'inté- 
rieur d'un triangle équilatéralsur les côtésde ce triangle; 
on sait en effet que la somme de ces 3 perpendiculaires 
est constante et égale à la hauteur du triangle. 

On est ainsi ramené au problème précédent et la pro- 
babilité cherchée est 1/4. 
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CHAPITRE II 



LE JEU DE CARRELAGE 



§ i. — Préliminaires. 

Le problème consiste à recouvrir un plan au moyen de 
polygones réguliers convexes, sans vides, duplicatures ou 
empiétements. 

On peut envisager deux cas correspondant respective- 
ment : 1° à des assemblages de polygones réguliers de 
même type ; 2° à des assemblages de polygones réguliers 
de types différents. 

La solution du premier cas a été donnée par les Pytha- 
goriciens (Introd., § 2), L'étude du second cas a été 
ébauchée dans l'immortel ouvrage de Kepler, Y Har- 
monique du Monde (1619), où Ton rencontre la plupart 
des figures du présent chapitre. La solution de ce der- 
nier cas a été indiquée par M. Badoureau (1881) dans 
l'hypothèse où les assemblages sont isocèles; ce sont 
ceux dont tous les sommets sont le point de concours 
des mômes angles et dont on peut obtenir la superposi- 
tion par retournement en appliquant dans une certaine 
position un polygone sur un polygone égal quelconque. 

L'étude des assemblages non isocèles n'a pas encore 
été entreprise, à notre connaissance, d'une manière 
méthodique. 
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Nombre de polygones réguliers autour d'un point. 

— On ne peut avoir autour d'un point plus de 6 poly- 
gones réguliers convexes, car le plus petit angle qui 
puisse êtrechoisi pour former un assemblage est celui de 
60° = l/3dr., correspondant au triangle équilatéral ; or 
la somme des angles autour d'un point étant de 4 droits, 
on voit qu'on ne peut placer au plus que 6 de ces 
triangles équilatéraux. 

On ne peut évidemment placer moins de 3 polygones 
réguliers. 

Nous aurons donc au plus des assemblages ternaires, 
quaternaires, quinaires etsenaires. 

Somme des angles au centre." — Soient O t , 0>, 3 ,... 
les centres des polygones réguliers assemblés autour 

d'un point M (fig. a)\ les côtés MA, 
MB, MC,... étant communs chacun à 
deux polygones adjacents sont néces- 
sairement égaux. 

En joignant consécutivement les 
points 0,, 2 , () 3 ,... entre eux, on 
obtient un polygone 0i0 2 s ... dont 
les angles au sommet sont précisé- 
ment les angles au centre des poly- 
gones réguliers considérés. 
Suivant qu'il s'agira d'un assemblage ternaire, qua- 
ternaire, quinaire ou senaire, le polygone Oi0 2 3 ...sera 
un triangle, un quadrilatère, un pentagone ou un hexa- 
gone, et la somme des angles au centre 0,, 2 , 3î ... 
sera suivant le cas de 2 dr., 4 dr., 6 dr. ou 8 dr. 




Fig. a. 



$ 2. — Assemblage de polygones de môme type. 



Si l'on désigne par n le nombre de colés de ces poly- 
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gones, l'angle au centre a pour valeur 
donc, d'après ce qui précède (§ 1): 
pour l'assemblage ternaire. 



365 
. On aura 



3x*=2, d'où 
n 



n = 6; 



pour l'assemblage quaternaire, 



4x-=i, d'où 
n 



;i = 4; 



pour l'assemblage senaire, 



6x- = 8, d'où 
n 



w = 3. 



La même relation appliquée à l'assemblage quinaire 
conduit pour n à une valeur fractionnaire ; ce cas ne 
fournit donc pas de solution. 

En résumé, les seuls carrelages possibles de poly- 
gones réguliers de même type sont formés par 3 hexa- 
gones (jig. i), 4 carrés (fig. c), ou 6 triangles équilaté- 
raux (/î». rf). 




Fig. b. — 6, 6, 6. 





Fig. r. — 4, 4, 4, 4. Fig. d. — 3, 3, 3. 3, 3, 3. 



§ 3. — Assemblages de polygones de types différents. 



Soient n^n^n*. .. ., (/J,<w 3 <w, ... ) les nom- 
bres de côtés des polygones assemblés. 
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Assemblages ternaires. — Les angles en Oj , 2 , S 
(fig. à) correspondant à chacun des polygones ont res- 
pectivement pour valeur— » — ' — et on doit avoir (§ 1) 

7l\ 712 Wj 

7i] n % *i 8 

1111 

«i n, », 2 w 

En observant que 3^nj^6 (§ 1) et faisant succes- 
sivement w 4 = 3 , n A = 4 , n x = 5 et Wj = 6 , on trouve 
les solutions ci-après : 

1. 3, 7,42 6. 4,5,20 

2. 3, 8,24 7. 4,6,12 

3. 3, 9,18 8. 4,8, 8 

4. 3,10,15 9. 5,5,10 

5. 3,12,12 10. 6,6, 6. 

Assemblages quaternaires. — On a ici (§1) 

n { /z 8 n 3 h 4 

1111, 

ou —H 1 1 =1. (2) 

n, n 2 n 8 w* v y 

On ne peut avoir que les solutions suivantes : 

11. 3,3,4,12 13. 3,4,4,6 

12. 3,3,6, 6 14. 4,4,4,4. 

Assemblages quinaires. — On doit avoir (§ 1) 

4 4 4 4.4^ 

-H 1 — = 6, 

n, «, «3 n 4 n 3 



1 




1 




1 




1 




1 _ 


3 


— 


+ 




H- 




+ 





+ 




2 


w, 








n. 




«i 




n-~ 



ou -H 1 1 1 — = ^. (3) 
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Cette relation n'est satisfaite que pour les valeurs ci- 
après : 

15-3,3,3,3,6 16 3,3,3,4,4. 

Assemblages senaires. — On a (§ 1) 

4.4 4 4 4 4 rt 

— I I 1 1 h-=8, 

n x n % w 3 w ; ti 5 n 6 



111111^ 

ou — | 1 1 1 1 — = 2. 

n x 71s • n 3 n 4 w 5 n 8 

On a ici la seule solution 

li *t>,0,0,0,0,0« 



(4) 



Solutions satisfaisant au problème. — Les solu- 
tions n 0- 10, 14 et 17 trouvées ci-dessus correspondent 
à des assemblages de polygones de même type (§ 2) et 
sont par conséquent à rejeter. Il en est de même des 
solutions n M 1, 2, 3, 4, 6, 9, qui ne satisfont pas au pro- 
blème posé. 

En effet, considérons par exemple la solution n° 9 

5, S, 10. 

On peut bien assembler autour d'un point N un déca- 
gone régulier À et deux pentagones 
réguliers C et D (Jlg. e), mais cette 
disposition ne peut être reproduite 
indéfiniment de façon à constituer 
un carrelage. Car l'angle RST ayant 
pour valeur 360°— 2 x 108°= 144°, 
le seul polygone régulier qu'on puisse 
placer en S est un décagone B ; dès 

lors, puisque (TCt = 108°, on ne peut 
disposer en T qu'un pentagone E. Il 
est impossible de pousser plus loin 
l'assemblage, car l'angle VXP étant 
de 144°, si l'on place un décagone en X, il recou- 




B 



Fig. e. 



368 APPLICATIONS DIVERSES 

vrira en partie le décagone À, puisque XPQ est de 108° 
seulement. 

On montrerait d'une manière analogue que les solu- 
tions énumérées ci-dessus ne sont pas acceptables. 

En résumé, les seules solutions à retenir sont les 
suivantes : 

1. 3, 12, 12 (fa./). V. 3, 4, 4, 6 (fa.». 

II. 4, 6, 12(fa.</). VI. 3,3,3,4, 4(fa. k). 

III. 4, 8, 8 (fa. A). VII. 3,3, 4,12 (fa./)- 

IV. 3, 3, 6, 6(fa.i). VIII. 3, r _3,3,3,6(fa.ro). 

Assemblages isocèles. — Parmi ces huit assem- 
blages, les six premiers seulement sont isocèles. Pour 
vérifier la condition de superposition par retournement, 
on pourra se servir d'un transparent sur lequel on dé- 
calquera chacun de ces carrelages. On fera coïncider 
après retournement un polygone du dessin initial avec 
un polygone égal quelconque du transparent ; on verra, 
en faisant pivoter ce dernier, si dans toutes les coïnci- 
dences possibles des deux polygones il s'en trouve au 
moins une qui donne une superposition parfaite pour 
tout l'assemblage supposé indéfini. 

Assemblages non isocèles. — Les solutions VII et 
VIII données par l'analyse précédente ne sont pas iso- 
cèles. On le reconnaîtra pour l'assemblage VIII (fig. m) 
au moyen du procédé du transparent indiqué précé- 
demment, et pour l'assemblage n° VII {fig. /) par une 
simple inspection de la figure ; on voit en effet, pour ce 
dernier, que les angles concourant aux sommets A et 
B ne sont pas les mômes, puisque autour de A sont 
groupés deux triangles équilatéraux, un carré et un 
dodécagone, et autour de B six triangles équilatéraux. 
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Fig. f. - I. 3, 12, 12. 



Fig. u . - H. I, 6, 12. 



^i^ — <!► — <m> 
<p> — <4i> — <É> 

Fig. h. — 111. 4, 8, 8. 




Fig. i. — IV. 3, 3, 6, 6. 






Fig. ;. — V. 3, i, i, 6. 



Fig. k. — VI. 3, 3, 3,14, i. 



Carrelages isocèles. 
Fourre y. — (Utrio$. géom. 



2i 
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L'assemblage n* VII revient d'ailleurs, au fond, au 

vii(fy.g). 

Mais on peut obtenir une infinité d'assemblages non 




- VII. 3, 3, 4, 18. Fig. m. — VIII. 3, 3, 3, 3. 6. 

isocèles: a) soit par une autre disposition des éléments 
de certains assemblages isocèles; 6) soit par des com- 
binaisons d'assemblages de types différents. 

à) Les fig. n et o donnent, à titre d'exemple, deux des 
carrelages non isocèles qu'on peut obtenir en plaçant 
autrement l'assemblage n°V: chaque sommet comporte 
bien un triangle équilatéral, deux carrés et un hexa- 
gone, mais l'ordre dans lequel se succèdent ces poly- 
gones n'est pas le même pour tous les sommets et la 
superposition de l'assemblage à lui-môme, telle qu'elle 
a été définie antérieurement, est impossible. 



l, 4, t, 6. — Carrelages 
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6) Les fig. p et q donnent comme exemple deux com- 
binaisons obtenues en réunissant les assemblages V 
<3, M, 6) et VI (3, 3,3,4,4): les sommets A réalisent 
le premier, et les sommets B le second. 



n des assemblages 3, 4, 4, 6 et il, 3, 3, 4, V 
Carrelages non i soc ries. 
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CHAPITRE 111 

ALVÉOLES DES ABEILLES 

g I. — Forme et disposition. 

Description. — Lorsqu'on examine un gâteau de 
cire construit par les abeilles pour y déposer leur miel, 
on constate qu'il est constitué par des alvéoles juxtapo- 
sés dont l'axe est horizontal et dont l'ouverture a la 
forme d'un hexagone régulier (Jiy. a). Il existe deux 
séries de ces cellules qui se rejoignent parleurs fonds 
au milieu du gâteau et dont les ouvertures se trouvent 
sur les faces opposées de ce dernier. 




Kig. h. — Bisimsiiiiiii îles fonds. 

Le corps de l'alvéole se compose d'un prisme hexa- 
gonal droit. Le fond n'est pas un plan, mais une sur- 
face concave formée par .t losanges é^aux S ABC, SCDE 
et SKFA ayant un sommet commun S {fiff. c); à 
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chaque cellule peuvent ainsi être adossées trois cellules 
de la série opposée ayant chacune avec la première un 
losange commun (Jig. b et d). Les angles ABC et SCB 
des losanges ont respectivement pour valeur 109° 28' et 




Fis. f. — Alvéole isolt". 




ig. d. — Adossement des fonds. 



70° 32'; le côté de l'hexagone mesurant en moyenne 
1 ligne 1/5 (2 mB, ,71) et la profondeur de l'alvéole 

\T 2 f > 

S lignes (11"",3), le rapport j— est de -^-. Quant à 

IL.' o 

Tépaisseur des parois et du fond, elle est à peine le 
tiers de celle d'une feuille de papier ordinaire ; l'ou- 
verture de la cellule est d'ailleurs renforcée par un re- 
bord de cire. Cette ouverture est enfin fermée au moyen 
d'une plaque hexagonale de même nature pour empê- 
cher le miel de couler. 



Avantage de ces dispositions. — Nous savons (3 € Par 
tie, Chap. 2, § 2) que le triangle équilatéral, le carré 
et l'hexagone sont les seuls polygones réguliers qui puis- 
sent se juxtaposer sans vides. Les deux premiers pré- 
senteraient trop d'espaces angulaires non utilisés pour 
les larves ; l'hexagone, au contraire, se rapproche da- 
vantage du cercle et offre à cet égard plus de commo- 
dité. 

Mais le but de l'abeille paraît être surtout de cher- 
cher à épargner la cire, qui est un produit perdu pour 
l'insecte. L'adossement des cellules permet déjà de 
supprimer un fond : de plus l'hexagone, comme nous 






rf 






V- 
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le démontrerons bientôt, est, des trois polygones régu- 
liers qui peuvent se juxtaposer sans laisser de vides, 
celui qui pour une surface donnée a le plus petit péri- 
mètre et qui par conséquent exige le moins de cire 
pour les parois. Enfin, la section hexagonale étant ad- 
mise pour les raisons qui précèdent, les dimensions 
adoptées par les abeilles pour le fond rhomboïdal cor- 
respondent à la plus petite surface totale pour l'alvéole 
et par suite à la plus petite quantité de cire, ainsi que 
nous le montrerons dans le prochain paragraphe. L'ins- 
tinct des abeilles les conduit donc à résoudre deux in- 
téressants problèmes de minimum. 

Historique. — On avait remarqué dans l'Antiquité la 
forme hexagonale des alvéoles des abeilles. Aristotb 
(4 e s. av. J.-C.) dans son Histoire des Animaux ÇL\v . IX, 
Chap. XXVII) et Pline l'Ancien (1 er s.) dans son Histoire 
Naturelle (Liv. XI, Chap. XII) en font mention. 

Pappus (4 e s.) paraît avoir été le premier à traiter 
géométriquement la question. Au début du livre V de 
ses Collections, il considère cette forme de la section des 
alvéoles comme étant motivée par la double condition 
de recouvrir le plan et de correspondre au périmètre 
minimum pour une surface donnée. 

Mais il ne semble pas qu'on ait remarqué la forme 
rhomboïdale du fond avant le 18 e siècle. Un neveu de 
Cassini, Maraldi, astronome à l'Observatoire de Paris r 
détermina expérimentalement avec précision les angles 
des losanges; il trouva 109° 28' et 70° 32' pour les valeurs 
de ces angles (1712). Réaumlu, soupçonnant que les 
abeilles devaient être guidées dans la construction du 
fond par la raison d'économie, proposa au géomètre 
allemand Kœnig, sans lui faire connaître au préalable 
les résultats de Maraldi, la résolution du problème 
suivant : « Entre toutes les cellules hexagonales à fond 
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composé de trois rhombes égaux, déterminer celle qui 
peut ôtre construite avec le moins de matière. » Kœnig 
traita la question par le calcul différentiel et trouva que 
les angles des losanges de la cellule minimum devaient 
être 109° 26' et 70° 34' (1739). 

La concordance avec les mesures de Maraldi était 
déjà surprenante ; mais il y a mieux. Mac Laurin 
prouva en 1743 que Kœnig avait commis une erreur 
dans ses calculs et que les véritables valeurs des angles 
auxquelles on était conduit en résolvant ce problème étaient 
précisément celles indiquées par Maraldi, soit 1 09° 28' et 
70° 32'. 

La question a été reprise depuis au point de vue 
géométrique par divers mathématiciens, parmi lesquels 
LiiuiLLiER (1781), Lalanne (1840), Brolgham (1858), 
Hennessy (1885-86) qui ont confirmé ou complété les 
résultats antérieurs. 



§ 2. — Propriétés géométriques. 

Section droite de l'alvéole. — I. L'hexagone régulier 
peut recouvrir le plan indéfiniment par juxtaposition. — Nous 
avons vu en effet que l'hexagone régulier jouit de cette 
propriété en même temps que le triangle équilatéral et 
le carré. 

II. L'hexagone régulier est, de tous les polygones qui peuvent 
recouvrir le plan par juxtaposition, celui qui présente le péri- 
mètre minimum pour une surface donnée (Pappus, 4 e s.). 

Lemme (restitué par Commandin, 16 e s.). — Soient OG 
et ÀG deux droites perpendiculaires, OH et OA deux 

obliques; on a ^±>^± 

HG HOG 

En effet, décrivons de O comme centre avec OH 
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comme rayon un arc de cercle KHJ. On a évidem- 
ment 




d'où 



---;j 



tri. OAH > sect. OKH, 
tri. OHG < sect. OHJ, 



tri. OAH . sect. OKH 
tri. OHG sect. OHJ 



Kig. e. 



En remplaçant les rapports de 
chacun des membres de cette iné- 
galité par des rapports égaux, on a 



on en déduit 



AH. AOH 
H" HOG' 



AH 



H(i 



HG > AOH 



HO(l 



ou 



HOG 



AG AOG 



HG 



HOG 



Arrivons maintenant à la proposition que nous avons 
en vue; nous suivrons de près la démonstration de 
l'appus. Nous allons d'abord prouver que de deux po/j- 
yones réguliers O et O' dont le périmètre p est le même 
et dont les nombres de cotés sont différents, le polygone O' 
dont le nombre de cotés est le plus grand a la plus grande 
aire. 

En effet, G et G étant les milieux des côtés AF et 
AT' des polygones O et O' et puisque AF > AT' ou 
AG > A'G'. nous pouvons prendre sur AG, GH = A'G' 
et joindre H à O. On a 

AF = AOF, AT' _ AW 

p 4 dr. p i dr. 

VF AOP 



d'où 



Al 



'K' 



A'O'F' 
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on en déduit 



AG _ AOG 
H(1 A 7 ^, 



Mais d'après le lemme précédent. 



donc 



AG > AOG 
HG IÏOG 



A< Mi AOG 
AlTTi HOG 




Fi(t. f. 




Par suite. 



•et 



AOG < HOG 
GA'O >GHO. 



Si l'on fait maintenant GUI = G'A'O', I se trouve 
sur OG au delà deO; donc IG>OG. ou 0'G'> OG. 

D'autre part, aire () = /' x ^ . aire 0=22<J , ' G ' ; 

• 2 2 

.donc aire 0' > aire 0. 



Inversement, si les aires de et de (V sont les 
mômes, le périmMre de 0' sera inférieur à celui de (). 

Pour une surface donnée, le périmètre de l'hexagone 
régulier est donc plus petit que celui du carré et du 
triangle équilatéral. 
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Fond de l'alvéole. — III. Les losanges du fond rhom- 
boldal correspondent à la pins petite surface totale pour une 
cellule de section et de hauteur données. 

Nous emploierons ici la méthode de MacLaurin, qui 
a traité la question par la géométrie ancienne, comme 
exemple des ressources qu'elle peut offrir. 

Soit un alvéole dont le fond est formé des losanges 
égaux SA IIC, SGDE, ..., de coté c. Menons la section 
droite passant par le sommet A; nous obtenons 

ainsi l'hexagone ré- 
S gulier AKCL... de 

côté a et dont le cen- 
tre est la projection 
du sommet S. 

Joignons K à 0, A 
à C et menons par 
AC un plan quel- 
conque qui détermine 
par son intersection 
avec les plans TABU, 
UBCV, CSO et ASO, 
un losange AG'CG ; 
désignons enfin par / 
Faréte AT, par d la 
demi-diagonale AP. 
En considérant seu- 
lement un tiers de 
l'alvéole, nous devons cherchera quelle position du plan 
AG C.G correspond le minimum de la surface formée par 
les trapè/esTAG l\ TGGY et parle losange AG CG, soit de 

(/- «n.»-J-âi/\GP = t/— /— GKV-hârfxGP 

= î/a-.ixGK^i/x GP. 

Le produit 2A; étant constant, la question revient à dé- 
terminer le minimum de l'expression 




Fig. A. 



ALVÉOLES DES ABEILLES 379 

2rfxGP — axGK. (1) 

Supposons que B ait été pris sur KU de telle sorte 
que 

BK a 



BP 2rf 



(2) 



DeP comme centre, avec le rayon P(i, décrivons dans 
le plan BKP un arc de cercle qui rencontre PB, pro- 
longé s'il est nécessaire, en J ; menons KH et GI per- 
pendiculaires à PB. La similitude des triangles rectan- 
gles G1B, KHB et BKP, ainsi que la relation (2), nous 
permettent d'écrire 

BI^ = BH_BK = ff 
BG BK BP 2d 

Cette suite de rapports nous donne 

BH — BI iâ = _?_ 

BK — BG' ° U GK 2tf' 

doù Ton déduit a x GK = 2rf X IH. 

L'expression (1) devient alors successivement, en 
remplaçant a x GK par la valeur que nous venons de 
trouver, 

2,/xGP — 2rfxIH = 2rf(GP — IH) = 2rf(JI + HP). 

Mais d et HP étant constants, la question revient à 
chercher quel est le minimum de JI. Ce minimum a 
lieu pour JI = 0, c'est-à-dire quand les points J et I se 
confondent, ou quand G se trouve en B. 

Ainsi le minimum cherché correspond à l'hypothèse oà 
le plan sécant passe par le point B déterminé au moyen de 
la relation (2). 

Cette position du plan sécant est précisément celle 
qui existe dans les alvéoles. 

Remarques. — 1° Dans ce qui précède, nous n'avons 
pas tenu compte de la plaque hexagonale qui bouche 



\ 
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le tuyau ; mais la surface de cette plaque étant con- 
stante, les résultats que nous venons d'obtenir sub- 
sistent. 

2° Le prisme droit qui a pour base l'hexagone AKCL. . . 
et l'alvéole lui-même ont un égal contenu, car en con- 
sidérant seulement le tiers de leurs volumes, on voit 
que les pyramides BAKC et SAOC sont égales. Nous 
venons de montrer qu'il n'en est pas de même pour les 
surfaces. 

IV. Les angles d'an losange sont respectivement égaux à 
109*2816' et 70°31'M'. — Le triangle rectangle BKP donne 

bp^bk'+kp*. 

Remplaçant BK par sa valeur BP - lirée de (2), 
KP par — , et simplifiant, on trouve 

BP = a l- . 

y/Kd* — a* 

Homme AP = </, on en déduit 



/ 



AP y / irf a — a * 
BP a 

Mais d est la moitié du côté AC du triangle équila-. 
téral inscrit dans le cercle de rayon a : sa valeur est 

ainsi ^— .Le rapport précédent devient donc, après 

a 

réductions, 

Ainsi, la grande diagonale d'un losange du fond est la 
diagonale du carré construit sur la petite; celle-ci a 

«y/ti 



d'ailleurs pour expression 



2 
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VP 

D'autre part, le rapport "— est ce qu'on appelle la 

tangente trigonométrique de l'angle ABP. Au moyen de 
tables donnant la valeur de la tangente correspondant 

à. chaque angle et inversement, on trouve que \/2 corres- 
pond à un angle de 54*44' 8' ; d'où A§C = 109° 28' i<>" 

et l'angle BCS, supplémentaire du premier, est égal à 
70*31' 14". 

V. Le côté d'un losange est égal au triple de la distance BK 
ouSO. — Les triangles rectangles BPC et BKP donnent 

2 -2 2 fit i\,i* 

BC =BP + PC ==?-+</* = --, 

2 8 

d'où BC = ^^i 

4 

BK =BP — KP = ( L — a . = ?_, 

2 4 8 



d'où BK = 



ùsj'l 



Ainsi on a bien BC = 3BK ; on voit de plus que la 
distance BK est le quart du cote du carré inscrit dans 
le cercle de rayon a. 

Remarque. — Les carrés des segments rectilignes 
ci-après de la figure h 

BK KP BP AP AK AB 

ont pour valeurs respectives 

a* a* lia* 3«* , !>a* 

— — — - a- - , 

8 4 8 4 8 

ou encore, si l'on prend BK pour unité, 

1 2 3 <> 8 î) 
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VI. Les faces de xhacun des angles polyèdres A, B, C, D, ..., 
sont égales. — En effet, prenons sur BU, BN = BC et 
abaissons BM perpendiculaire sur la droite CN. Le 
triangle rectangle I\KC donne, en observant que 

NK = 4BK = a y/2, 



CN" = NK +KC = 3a*; doù GN=av/3 = AC. 

Les deux triangles NBC et ABC sont donc égaux 

comme ayant les trois côtés égaux; par suite NBC = ABC ; 

de même NBA = ABC. 

Les faces de l'angle polyèdre C sont aussi égales, 
comme étant les suppléments des faces du trièdre B. 

VIL La pyramide triangulaire SACE qui termine l'alvéole 
est inscriptible dans une sphère dont le diamètre est le triple du 

côté d'un losange. — La base de cette 

pyramide est (Jig. A) un triangle 
équilatéral ACE inscriptible dans 
le cercle de centre 0, de rayon 
0A = «, et qui peut être considéré 
comme un petit cercle de pôle S 
appartenant à la sphère dont le 
centre est sur SO (Jiff.'t) en un 
certain point Q. 
Le triangle rectangle ASS' donne 

d'où SS = A V S -, 

SU 




Fig. i. 



AS = SS'xSO, 
et comme S0 = — - , 



SS' = 3AS. 



Comparaison avec une cellule à fond plat. — Nous 
avons vu (III, Remarque 2°) qu'un alvéole et une 
cellule à fond plat ayant même côté de section et même 
arête avaient des volumes équivalents, mais que la sur- 
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face de 1 alvéole était un minimum. Cherchons à éva- 
luer l'économie de surface réalisée. par l'abeille. 

En désignant pgir a le côté de la section droite com- 
mune aux deux sortes de cellules, la longueur de l'arête 

est, comme nous savons, -jrQ- Par un calcul facile et 

présentant peu d'intérêt, on trouve que les surfaces to- 
tales de l'alvéole et de la cellule àfond plat sont exprimées 

respectivement par ~(S0 + .ty^) et ^ (50 + 3^3), 

en faisant toujours abstraction de la plaque de fer- 
meture; la première surface est donc à la seconde 

comme 50 + 3y/2 est à50-+- 3^3 , soit à peu près comme 
54 est à 55. Ainsi, en faisant usage du fond rhomboïdal, 
les abeilles économisent la matière d'une cellule sur 55. 



§ 3. — Construction d'un alvéole. 



Trapèzes du pourtour. — Soit TU le côté de l'hexa- 
gone de section droite ; le long côté AT du trapèze est, 

25 
nous le savons (§ 1), mesuré par ~n~ TU. 

La différence AR — BK des deux bases du 
trapèze ABUT est, nous l'avons vu, égale à 



fi 



& 



. TU ; on l'obtiendra donc aisément, soit 



numériquement, soit graphiquement, et on 

déduira la position du point B. 

Tu Si l'on connaissait le côté AB d'un des 

losanges du fond, déterminé comme nous le 

verrons ci-après, il ne serait pas nécessaire de chercher 

la valeur de AR; il suffirait, de A comme centre, de 

décrire un arc de rayon AB qui couperait UK en B. 
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Losanges du fond. — Si Ton a construit préalable- 
ment un trapèze du pourtour, la longueur AB est le 
côté d'un des losanges que le rapporteur permet de 
tracer complètement puisque l'un des angles a pour va- 
leur 109° 28'. 

Supposons maintenant qu'on veuille construire un 
des losanges, SABC par exemple, indépendamment du 

tracé préalable d'un des trapèzes du pour- 
tour, en connaissant seulement le côté a 
de l'hexagone de section droite. La dis- 
tance B\V du sommet B à AS est égale à 
AK ou a. Car si nous menons BR paral- 
lèle h AK, les deux triangles rectangles 
AWB et ARB sont égaux comme ayant 
rbypoténuse commune et les angles en 
A égaux (§2, VII). Rappelons enfin que AW = AR 

= BK = :*?-(§2, V). 

Cela étant, voici comment on peut construire le lo- 
sange. Soient deux droites rectan- 

X__ A AW s gulaires WX et WY ; on porte sur 

\ \j \ la première une longueur quel- 

\ J conque \VA\ puis, de A' comme 

\ ! centre avec une ouverture de 

\ i compas égale à 3WA', on décrit 

\ j un arc de cercle qui coupe WY en 

\| B'. On porte ensuite sur WB' une 

i longueur WB égale au côté AK 

Î Y <>u a de l'hexagone; la parallèle 

BA à B'V menée par B est le côté 

et l'angle BAW est un des angles du losange cherché 

dont on «achève aisément la construction. 

Développement d'un alvéole. — Les deux construc- 
tions élémentaires qui précèdent permettent d'obtenir 
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le développement d'un alvéole. La figure ci-contre 

donne ce développement à 

g 
l'échelle de-; elle permet- 
tra de construire une cel- 
lule en pa pier ou en car- 
ton, et nos lecteurs pour- 
ront ainsi se représenter 
sa forme plus aisément. 




Développement d'an alvéole. 
(2 fois i(% la véritable grandeur). 



Constructions par les 
abeilles. — Buffon (Dis- 
cours sur la Nature des 
Animau.r)i comparant les abeilles à des automates 
dépourvus de toute connaissance et de tout raisonne- 
ment, avait émis l'opinion que la forme hexagonale 
des alvéoles était due à une cause simplement méca- 
nique: elle devait être obtenue par la compression 
mutuelle des corps des abeilles creusant en groupe 
des cavités dans un massif de cire: « Qu'on remplisse, 
dit-il, un vaisseau de pois ou plutôt de quelque autre 
graine cylindrique, et qu'on le ferme exactement après y 
avoir versé autant d'eau que les intervalles qui restent 
entre ces graines peuvent en recevoir ; qu'on fasse bouillir 
cette eau, tous ces cylindres deviendront des colonnes 
à 6 pans. On en voit clairement la raison, qui est pure- 
ment mécanique ; chaque graine, dont la ligure est cylin- 
drique, tend par son renflement à occuper le plus d'es- 
pace possible dans un espace donné, elles deviennent 
donc toutes nécessairement hexagonales par la com- 
pression réciproque. Chaque abeille cherche à occuper de 
même le plus d'espace possible dans un espace donné ; 
il est donc nécessaire aussi, puisque le corps des abeilles 
est cylindrique, que leurs cellules soient hexagones, 
par la même raison des obstacles réciproques. » 

Fourrey. — Curio». géom. 25 
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Mais cette assertion a été depuis reconnue fausse, no- 
tamment par Huber de Genève, qui, malgré sa cécité, a 
fait d'intéressantes observations sur les abeilles par les 
yeux de son fidèle domestique Burnens. Le mode de 
construction des cellules est en réalité tout autre que 
celui imaginé par Buffon. Huber a observé que les in- 
sectes commencent à former une très mince cloison 
dans laquelle ils sculptent les fonds rhomboïdaux ; c'est 
sur les bords de ces fonds qu'ilsviennent ensuite établir 
les parois de cire formant le pourtour de l'alvéole. Cette 
première cloison, d'abord de très petite étendue, est 
ensuite agrandie au fur et à mesure que l'avancement 
du travail l'exige ; les cellules s'exécutent une à une et 
non toutes ensemble comme l'avait pensé Buffon. 

Par quels moyens l'abeille arrive-t-elle à exécuter, 
avec la précision que nous avons signalée, les construc- 
tions géométriques nécessaires à l'établissement de 
l'alvéole ? Nous n'avons pas connaissance que cette ob- 
servation ait été faite. Toutefois, Lalanne a fait remar- 
quer que Finsccte possède en lui tous les instruments 
nécessaires. En vertu de la symétrie de son corps par 
rapport à son axe longitudinal, les extrémités des an- 
tennes et des pattes d'une môme paire sont en effet sur 
une perpendiculaire à cet axe ; d'où possibilité pour 
elle d'élever une normale aune droite, comme on pour- 
rait le faire au moyen du T des dessinateurs. De plus, 
les antennes peuvent servir de compas ; et le corps 
entier, en prenant un mouvement de rotation autour 
d'un point auquel se fixeraient les deux pattes d'une 
môme paire décrirait un arc de cercle en chacun de 
ses points. Le tracé de la ligne droite est aussi une con- 
séquence immédiate de la possibilité de tracer une per- 
pendiculaire ; et quant au plan il peut se régler sur deux 
droites qui se coupent, par un procédé analogue à celui 
suivi dans la taille des pierres. 
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L'abeille domestique n'est d'ailleurs pas la seule qui 
exécute de pareilles constructions géométriques. Réau- 
mur a signalé, dans le tome VI de son Histoire dès In- 
sectes, une autre espèce, l'abeille empileuse, dont les 
cellules creusées dans la terre sont tapissées et obturées 
par des fragments en forme de cercle parfait ou de por- 
tion d'ellipse qu'elle découpe dans des feuilles de rosier. 

L'alvéole base d'un système de mesures fixes. — 

Réai mur a proposé de prendre l'alvéole comme base d'un 
système de mesures invariables. « La longueur du pen- 
dule déterminée dans un pays dont la latitude est bien 
connue donne une mesure fixe qui a été long-temps dé- 
sirée des Sçavants, une mesure à laquelle toutes celles 
dont on veut avoir une connoissance précise et sûre doi- 
vent être rapportées. Nous ne serions pas aussi embar- 
rassés que nous le sommes souvent sur les mesures des 
Anciens s'ils eussent connu cette mesure fixe. Nous en 
aurions une autre, qui, quoique moins exacte, suffiroit 
pour bien des cas, s'ils nous eussent donné les mesures 
des cellules des abeilles ; car il est plus que probable 
que les abeilles d'aujourd'hui des environs d'Athènes 
et de Rome sont de la môme espèce que celles qui y 
étoient autrefois ; que celles d'aujourd'hui ne font pas 
des alvéoles plus grands ou plus petits que ceux que 
faisoient les abeilles qui travailloient dans les temps 
où les Grecs et les Romains ont été le plus célèbres. 
M. Thévenot avoit pensé aussi, comme nous le rap- 
porte Swammerdam, à prendre une mesure fixe d'après 
les cellules des abeilles » (Histoire des Insectes, tome V). 
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§ 1. — Mélanges historiques. 
A. - DÉMONSTRATIONS 

SOMME DES ANGLES D'UN TRIANGLE 

La somme des angles d'un triangle est égale à deux 
droits. — I. On sait, d'après un auteur grec du 
1 er s. av. J.-C, Geminus, que la première démonstra- 
tion qui ait été donnée de ce théorème chez les Grecs 

comprenait trois cas, s'ap- 
pliquant d'abord au triangle 
équilatéral, puis au triangle 
isocèle et enfin au triangle 
scalène. 

Voici , d'après Hankel, com- 
ment devait <Ure conçue cette 
démonstration. 

Triangle KQuiLATÉRAL^^.a) 
— Les anciens Grecs connaissaient assurément les pro- 
priétés les plus simples de l'hexagone régulier inscrit 
et celle du cercle d'être divisé en deux parties égales 
par un diamètre. Or la surface d'un hexagone peut être 
décomposée en 6 triangles équilatéraux égaux ; les 
trois angles d'un de ces triangles ABO étant tous égaux 
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entre eux, on peut donc les supposer placés successive- 
ment en AOÔ, BOL et (^OD; comme AOD est une 
droite, la somme de ces trois angles est ainsi égale à la 
moitié des quatre angles droits qu'on peut disposer 

autour de 0, soit à deux angles 

droits. 

Triangle isocèle (fig. b). — On a 
dû reconnaître intuitivement que 
le triangle isocèle. ABC pouvait 
se partager en deux triangles rec- 
tangles égaux ABD et DBC qui, 
disposés autrement, formaient le 
rectangle DBEC. La somme des 

deux angles droits. DBE et DCE donnait précisément 

celle des angles du trian- 
gle ABC. 

Triangle se alêne (fig. c). 
— On devait partager le 
triangle ABC au moyen 
de la perpendiculaire BD 
en deux triangles rectan- 
gles ABD et DBC qui 
étaient les moitiés des rectangles AEBD et DBFC. La 
somme des angles en B, égale à 2 dr., était aussi celle 
des angles de ABC. 

IL II semble résulter d'un passage de la Collection 
héronienne (Geomelria, 10 e s.), que les Grecs ont connu 
une autre démonstration, de nature intuitive comme 
la précédente. 

Rectangle. — La somme des angles intérieurs 
d'un rectangle est égale à 4 dr. 

Parallélogramme (fig. d). — Cette somme est encore 




Fig. c. 
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Fig. d. 



égale ici à 4 dr. Car si des sommets A et D du parallélo- 
gramme ABCD on abaisse 
des perpendiculaires AE 
et DF sur BC, on forme 
deux triangles évidem- 
ment égaux AEB et DFC; 
par suite B 3 = C et si Ton 
porte G en B,, comme 
ï£+BT = 2dr., il en ré- 
sulte C-+-B 4 =2dr. De 
même, aT= D^, et si Fon^ porte D, en A 4 on forme 
deux angles droits A^ et dT ; les angles A et D du pa- 
rallélogramme ont bien 
pour somme 2 dr. 

Triangle (fig. é). — 
Étant donné le triangle 
ABC, si on lui accole le 
triangle égal DCB, on 
forme un parallélo- 
gramme où la somme des 
angles intérieurs est, d'après ce que nous venons devoir, 
égale à 4 dr. Cette somme est donc 2 dr. pour chacun 

des triangles égaux ABC 
B et DCB. 

III. Voici maintenant, 
d'après Proclus (5 e s.), 
la démonstration géné- 
rale du théorème qui se- 
rait due aux Pythagori- 
ciens. 

Soit ABC (fig-f) un tri- 
angle quelconque. On mène par C une parallèle DE à AB. 
Les angles BAC et ACD, ABC et BCE sont respective- 




Fig. e. 




Fig. f. 
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ment égaux comme alternes-internes. La somme des- 
trois angles ayant leur sommet en G, et qui est égale à 
2 dr., est aussi celle des angles du triangle donné. 

La démonstration actuelle, qui nous a été laissée par 
Euclide, diffère peu de celle des Pythagoriciens; la pa- 
rallèle à ÀB ne traverse pas AC et on prolonge ce der- 
nier côté. 

IV. Nous terminerons par l'exposé d'une preuve, en 

quelque sorte ma- 
nuelle, du même 
théorème. 

Soient ABC 

(fië m S) un triangle 
supposé découpé 
dans du papier, 
D et E les milieux 
descôtésABetBC. 
Plions le papier 
suivant la paral- 
lèle DE à AC de manière à amener le sommet B en B' 

sur AC. Si Ton fait maintenant coïn- 
cider AD avec son égal B'D (ligne 
de pliage: FD perpendiculaire sur 
AC) et CE avec son égal B'E 
(ligne de pliage : GE perpendicu- 
laire sur AC), les points A et C 
viennent en B' (fig. h). 

Les trois angles du triangle se 
trouvent réunis en B' d'un même côlé de la droite FG 
et leur somme est bien égale à 2 dr. 

LES TROIS HAUTEURS D'UN TRIANGLE 

Les trois hauteurs d'un triangle concourent au même 
point. — Ce théorème bien connu paraît avoir été con- 




Fig- 9- 
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sidéré et démontré pour la première fois par Arciiimêde 
(3 e s. av. J.-C). Il en fait usage dans la proposition V 

de ses Lemmes. Nous ne con- 
naissons pas la démonstration 
dugrand mathématicien grec ; 
en voici une restitution par 
Peyrard. 

Soit ABD un triangle ayant 
un angle aigu en D. Menons 
AI, BF perpendiculaires sur 
BD et AD ;• elles se coupent 
en E ; puis par D, E condui- 
sons la droiteDC : la hauteur 
relative au sommet D étant unique, il suffit de montrer 
que DC est perpendiculaire sur AB. 

En effet, les angles droits AFB et AIB sont inscrip- 
tibles dans une môme demi-circonférence de diamètre 
AB; pareillement, les 4 points F, D,I, E sont sur une 
même circonférence de diamètre DE. Les angles EFI 
et EDI ou CDB sont égaux comme ayant même mesure ; 

de même ÊFÏ = ÊAI. Par suite, ÊDB = BAI ; les trian- 
gles CDB et BAI ayant en outre un angle commun en 

B sont semblables, et fiCD = 6ÏA = 1 dr. 




DEUX DÉMONSTRATIONS DE LÉONARD DE VINCI 

I. « Le cercle s entre 9 fois 
dans le cercle f; la preuve en est 
que le carré mn entre 9 fois dans 
le carré ar » (Léonard de Vinci, 
1 5 e - 1 6 e s . , Manuscrit A) . 

Si Ton désigne par d et d f les 
diamètres des cercles s et /, dia- 
mètres qui sont aussi les côtés des carrés mn et ar, 
les aires des deux cercles sont en effet dans le 





H 
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d* 



rapport — , c'esl-àdire dans le même rapport que les 
aires des deux carrés. 







Fig. a. 



II. « Si tu tires la ligne ab {fig. à) aux points 

d'intersection du grand cercle 
par les diagonales du carré [cir- 
conscrit] et que là où cette ligne 
ab est coupée par le diamètre ef y 
au point n, tu commences et tu 
finisses un cercle, celui-ci con- 
tiendra autant d'étendue que 
celle qui s'enferme entre l'un et 
l'autre cercle et sera une fois 

plus petit que le grand » (Léonard de Vinci, Manuscrit A). 
Voici à quelques détails près, la démonstration de 

l'artiste italien. 

La demi-diagonale sa du carré circonscrit au cercle 

mn {fig. a) est égale à sf, 
demi-côté du carré circonscrit 
au cercle ef. Or (fig. b) le 
carré fcel qui joint les milieux 
des côtés du carré hgij a pré- 
cisément pour demi-diagonale 
sf: fcel est donc le carré cir- 
conscrit au cercle mn. Mais le 
carré fcel est la moitié du carré 
hgij, puisque le premier con- 
tient 4 triangles égaux à fgc et 

que le second en contient 8 ; donc le cercle mn est la 

moitié du cercle ef. 

B. - CONSTRUCTIONS 

Là PREMIÈRE PROPOSITION DES éléments D'EUCLIDE (3* S. AV. J.-C.) 

Afin de permettre de se faire une idée de la manière 




Fig.7>. 
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d'EucuDE, nous donnons ci-après textuellement la pre- 
mière proposition des Éléments. Avant cette proposi- 
tion sont énumérés les définitions, demandes et axiomes 
nécessaires à l'exposition du Livre I. 

Problème. — Sur une droite donnée et finie, construire 
un triangle équilatéral (1, Liv. I). 

Soil AB une droite donnée et finie : il faut construire 
sur la droite AB un triangle équilatéral. 

Du centre A et avec un intervalle AB, décrivez la 
circonférence BCD [demande 3Ç)] ; ensuite du centre B 

et avec l'intervalle BA décri- 
vez la circonférence ACE; et 
du point C, où les circonfé- 
rences se coupent mutuelle- 
ment, conduisez aux points 
A, B, les droites CA, CB [de- 
mande 1 (*)]. 
Car puisque le point A est 
le cenlre du cercle CDB, la droite AC sera égale à la 
droite AB [définition 15 (*)] ; de plus, puisque le point B 
est le centre du cercle CAE, la droite BC sera égale à 
la droite BA ; mais on a démontré que la droite CA était 
égale à la droite AB : donc chacune des droites CA, CB 
est égale à la droite AB ; or les quantités, qui sont égales 
à une même quantité, sont égales entre elles; donc la 
droite CA est égale à la droite CB: donc les trois droites 
CA, AB, BC sont égales entre elles. 



(OOn demande :... 3° Que d'un point quelconque, et avec un inter- 
valle quelconque, on puisse décrire une circonférence de cercle. 

(*) On demande: 1° Qu'on puisse conduire une droite d'un point 
quelconque à un point quelconque. 

( 3 ) Un cercle est une figure plane comprise par une seule ligne qu'on 
appelle circonférence, et qui est telle que toutes les droites menées à 
la circonférence d'un des points placés dans cette figure, sont égales 
entre elles. 
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Donc le triangle ABC [déf. 24 Q] est équilatéral, et 
de plus il est construit sur la ligne donnée et finie AB ; 
ce qu'il fallait faire. 

Reconnaître si un angle A d'un triangle ABC est droit, 
obtus ou aigu. 

L Procédé de Gerbert (10 e s.). — Soit D le milieu 




C B 




C B 




de BC. Si D est à égale distance de A, B et C (autre- 

ment dit, si AD = ], l'angle A est droit ; si D est 

/ BC ' 

plus près de A que de B et C i ou si AD < — ), l'angle 

A est obtus ; enfin si D est plus éloigné de A que de'B 
et C (ou si AD > — ), l'angle A est aigu* 

IL Procédé d'Aroul Hhassan (13 e s.). — Sur BC 

A 





comme diamètre, on décrit une demi-circonférence ; 



( J ) Parmi les figures trilatères, celle qui est terminée par trois côté» 
égaux se nomme triangle équilatéral. 
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suivant que le sommet A se trouve sur cette dernière, 
ou à son intérieur ou à son extérieur, l'angle A est 
droit, obtus ou aigu. 

C'est en somme le procédé de Gerbert présenté sous 
une autre forme. 



CONSTRUCTIONS ARABES 



Trouver le centre d'un cercle donné (Aboll Hhassan, 
13 e s.). — De deux points quelconques A et B pris sur 

la circonférence, on décrit 
deux couples d'arcs de même 
rayon qui se coupent respec- 
tivement en C et D. La droite 
CD rencontrant la circonfé- 
rence en E et F, le milieu 
de EF est le centre cherché. 

Trouver un angle qui soit 
la 2°, la 4°, la 8 e partie d'un 
angle '/otw^(Aboul-Hhassan). 
Soit BAC l'angle donné ; on 
porte à partir de A sur AB et sur le prolongement de AC 

des longueurs égales AD et AE , on a f)EÀ = 1/2 BAC. 
Puis, toujours avec la môme ouverture de compas, 





on porte sur ED et sur le prolongement de AE, ED' 
= EE' ; on a fTE^Ê = 1/2 DEA = 1/4 BAÈ, etc. 
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« POUR RÉDUIRE UN OUADRANOLE OU RECTANGLE LONGUET A SON VRAY QUARRÉ » 

« Les Alemans ont accoustumé de boire et manger sur 
tables quarrées, et les François sur tables plus longues 
d'un costé que d'autre. Il est doncques propos de réduire 
la table Françoise à, la table d'Alemaigne et réduire tout 
quadrangle et rectangle longuet à son vray quarré » 
(Ch. de Bovelles, 1566). 

Soit, par exemple, à transformer en carré le rectangle 

ABCD dont les côtés AD et 
H i AB ont respectivement pour 

valeur 9 et 4. La question 
est, on le sait, très simple: 
elle revient à chercher la 
D moyenne géométrique A G 
de AD et AB = AE. 

La figure ci-contre, don- 
née par l'auteur du pro- 
blème est suffisamment 
explicite ; on peut ainsi 
tracer le carré JIIID équivalent au rectangle ABCD. 

UNE CONSTRUCTION DE LÉONARD DE VINCI 

« J'ai un triangle abc avec un angle très 
aigu et je veux en enlever vers la pointe 
une partie équivalente à un triangle donné 
omp avec un angle obtus » (Léonard de 
Vinci, 15 e s. Manuscrit K). 

Il suffit de placer omp en fga, a étant 
l'angle aigu du tri- 
angle abc, et de me- 
ner par f une pa- 
rallèle ed à ac qui 
coupe ab en n. Si 
Ton joint les points g et /î, la partie enlevée est repré- 
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sentée par le triangle agn; ce triangle est, en effet, 
équivalent à agf comme ayant même base ag et des 
hauteurs égales. 



C. — QUESTIONS DIVERSES 

LES TRIANGLES RECTANGLES ÉLÉMENTAIRES DE PLATON 

Nous avons signalé dans l'Introduction que les Pytha- 
goriciens supposaient que les 5 polyèdres réguliers 
devaient être en rapport nécessaire avec le monde qui 
nous environne. Platon (4 e s. av. J.-C), dans son 
Timée, considère l'enveloppe (la surface extérieure) 
de ces polyèdres réguliers et recherche de quelles sur- 
faces élémentaires elle est formée. Ces éléments sont 
le triangle rectangle isocèle (ou de l re espèce) et le tri- 
angle rectangle scalène dans lequel le carré du grand 
côté est te triple du carré du petit (ou de 2 e espèce). Il 
est facile de voir que dans ce dernier, regardé par Platon 
comme le plus beau des triangles rectangles scalènes, 
l'hypoténuse est le double du petit côté ou encore 
l'un des angles aigus est égal à 30°. 

Cela étant, on peut décomposer le triangle équilaté- 

ral soit en 2 (fig. a), 
soit en 6 éléments 
(fig. b) de seconde 
espèce, et le carré soit 
en 2 (fig. c) soit en 4 
éléments (fig. d) de 
première espèce. Le 
pentagone est le pre- 
mier des polygones ré- 
guliers qui ne puisse 
être décomposé en de 
pareils triangles, et il 
est probable que le choix du pentagone régulier comme 





Fig. a. 



Fig. 6. 





Fig. c 



Fig. d. 
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signe de reconnaissance par les Pythagoriciens a dû 
être amené par les essais infructueux de cette décom- 
position. L'hexagone régulier, formé de 6 triangles 
équilaléraux, peut au contraire être considéré comme 
formé soit de 12, soit de 36 éléments de seconde espèce. 
Les surfaces des polyèdres réguliers se formaient 
alors de la façon suivante : 

Tétraèdre : 4 triangles équilaléraux ou 24 éléments 

de seconde espèce. 
Cube : 4 carrés ou 16 éléments de première 

espèce. 
Octaèdre : 8 triangles équilatéraux ou 48 éléments 

de seconde espèce. 
Icosaèdre : 20 triangles équilatéraux ou 120 éléments 

de seconde espèce. 

Quant à la surface du dodécaèdre, formée comme on 
sait de 12 pentagones réguliers et qui ne peut par suite 
être décomposée en éléments de première ou de seconde 
espèce, Platon dit à son sujet : « Comme il restait une 
cinquième combinaison, Dieu s'en servit pour tracer le 
plan de l'univers. » 

Les Pythagoriciens connaissaient la propriété du plan 
de pouvoir être recouvert par des assemblages ou de 
triangles équilatéraux, ou de carrés, ou d'hexagones 
réguliers; il est donc probable qu'ils avaient observé 
que le plan est décomposable en éléments, soit de pre- 
mière, soit de seconde espèce. 

LES LUNULES D'HIPPOCRATE 

Voici le cas le plus simple envisagé par Hippocratede 
CHios(S e s. av. J.-C), un des plus grands géomètres grecs, 
dans ses études sur les lunules qui portent son nom ('). 

(') La construction donnée dans les ouvrages de géométrie actuels 
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B 




Soit un demi-cercle de centre i) dans lequel est inscrit 

un triangle rectangle iso- 
cèle ABC. On élève en A 
et C, à AB et BC, deux 
perpendiculaires qui se 
coupent en P et on décrit 
de P comme centre, avec 
AP comme rat/on, rare 
AQC. L'aire de la surface 
curviligne ombrée ABCQ 
(lunule) est équivalente à 
celle du triangle ABC 
On a 
aire lunule = aire triangle APC + aire 1/2 cercle ABC 

— aire 1/4 cercle PAQC. 
Mais 1/2 cercle ABC et 1/4 cercle PAQC ont même 

aire, puisque AO =1/2 AP ; d'autre part, 
triangle ABC = triangle APC. 

Par suite, aire lunule = aire triangle ABC. 

L'ABBELON ET LE SALIHON (•) D'ARCHIMÊDE 

Soit un demi-cercle ABC. Sur son diamètre AC con- 
struisons deux demi-cer- 
cles dont l'un soit AD et 
l'autre DC. Que DB soit 
perpendiculaire sur AC 
La figure résultant de 
cette construction et qui 
est comprise entre l'arc 
du de mi- grand cercle et 
entre les arcs des plus 
petits demi cercles se nomme arbelon [partie ombrée 

sous le nom de lunules d'Hippocrate et relative à un triangle rec- 
tangle quelconque, n'a pas été étudiée explicitement par ce géomètre. 
(*) Voir i n Partie, Chap. i, § 2, la signification de ces termes. 

Focrrey. — Curios. ge'om. 26 
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de la fig.]. Je dix que farbelon est égal au cercle oui a 
pour diamètre la perpendiculaire [)H (Ahchimède, 3' s. av. 
J.-C, Lemmes). 
On a 

ÂC* = (AD + DC)' = AD ! +UT:* + 2ADxDC. 
Mai» DÏ)' = ADxDC. Par suite, 

Ac' = ÂD*+Dr;'+2Diï'. 
On en tire 

ÂE' / âd" dtA db' 

*-s—{"r + -~-r)=-—r- 

Cette relation, où le premier membre représente 
l'aire de l'arbelon, et le second celle du cercle de dia- 
mètre DB, prouve l'exactitude de la proposition. 

Soit un demi-cercle AB. De son diamètre AB retran- 
chons les parties égales AC, Bl). Sur les droites AC, CD, 
BD décrivons des 
q demi-circonfé- 

rences; que E soit 
le centre des demi- 
circonférences 
AB, CD. Que EF 
soit perpendicu- 
A B laire sur AB et 

prolongeons EF 
vers G. Je dis que 
F le cercle qui a FG 

pour diamètre est 
égal à la surface comprise par la demi-circonférence du 
grand demi-cercle, par la demi-circonférence des deux 
demi-cercles qui sont placés dans le grand demi-cercle et 
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enfin par la demi-circonférence du demi-cercle qui est 
hors du grand demi-cercle [partie ombrée de la fig.]. La 
figure comprise entre les quatre demi-circonférences des 
quatre demi-cercles AB, CD, DB, AC s'appelle salinon 
{àrchimède, Lemmes). 

On a successivement, en observant que AC = BD, 
AD = FG = BC: 



\D = (AB — AC)* = AB + AC — 2 AB x AC, (1) 
* 2 * 2ACxCD. (2) 



AD =(AC + CD)' = AC +CD 
Ajoutant (1) et (2) membre à membre, il vient 



2AD =AB -+-CD +2AC — 2AC(AB — CD), 



2 AD =AB -+-CD — 2AC. 



On en déduit 



% 



FG 



T 



AB 



% 



CD 



% 



Âc* 



x 



BD 



4 '8 ' 8 \" 8 ' 8 

ce qui démontre l'exactitude de la proposition. 



> 



cxx 



LES ARBRES ET LES BREBIS (PROBLEMES LATINS) 

Quel est le nombre des arbres contenus dans un champ 

{rectangulaire] de 120 
pieds de long et 70 pieds 
de large, ces arbres étant 
disposés [suivant deux 
séries de files perpendi- 
culaires] de 5 en 5 pieds? 
{Traité d'arpentage d'E- 

PAPHRODITUS, 1 er S.). 

L'auteur suppose que 
des arbres sont plantés le long des limites du champ. 
« Tu prends le 1/5 de la longueur, ce qui donne 24 ; 
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de môme pour la largeur, ce qui donne 14. Tu ajoutes 
1, ce qui fait 25 et 15. Puis, tu multiplies 25 par 15, 
le produit est 375. C'est le nombre d'arbres contenus, 
dans le champ. » 

Un champ [rectangulaire] a 200 pieds de long et 100 
de large. Je veux y placer des brebis, de telle sorte que 
chacune d'elles ait un espace de 5 pieds de long et 4 de 
large. Qu'il dise, je le demande, celui qui le pourra, com- 
bien on peut y mettre de brebis? (Propositions pour 
aiguiser la perspicacité des jeunes gens d'ALCuiN, 8 e s.). 
Il suffit de décomposer le champ en éléments rectan- 
gulaires obtenus, 

55 d'une part au 

*!■ I ' moyen de paral- 

lèles menées de 5 
en 5 pieds dans 
le sens de la lon- 
gueur et d'autre 
part au moyen de 
parallèles menées 
de 4 en 4 pieds dans le sens de la largeur. Le grand 

côté du rectangle est ainsi divisé en = 40, le 

M AA O 

petit côté en — - = 25 parties égales. Le champ est par 

4 

conséquent partagé en 40x25 = 1000 éléments rec- 
tangulaires dans chacun desquels on peut placer une 
brebis. 



• 



LE CHAT ET LE RAT (PROBLÈME HINDOU) 



Un chat grimpé sur un mur haut de 4 coudées vit un 
rat rôdant à 8 coudées du pied du mur. Le rat aperçut 
aussi le chat et se précipita vers sa demeure, au pied du 
mur; mais il fut attrapé par le chat qui avait parcouru 
diagonalement une égale distance. En quel point des 8 
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•coudées le rat a-t-il été attrapé et quelle distance ont-ils 
parcourue ? 

Dis-moi, si le calcul des cercles t'est familier? 

(Chàturvedà, postérieur au 6 e s.) 
Soient A et G les positions primitives du chat et du rat, 

AB le mur vertical, BC le 
sol horizontal, le point de 
la capture tel que AO = OC. 
Le point dont il s'agit 
de déterminer la position 
est le centre d'un cercle pas- 
sant par A et C ; soit D le 
point où BC coupe la circonférence de ce cercle. Le trian- 
gle rectangle DAC donne 

ÂB*=BDxBC, 




•d'où 

On en déduit 



BC 8 



DC = 2-f-8 = 10, OC = 5 



et 



OB = 3. 



Le chat et le rat ont donc parcouru chacun f> coudées 
avant leur rencontre. 

PROPRIÉTÉ MYSTICO-GÉOMÉTRiaUE DU CERCLE 



Cette propriété est indiquée d'une manière très obs- 
cure dans le Traité hébreu d'arithmétique du rabbin 
Ibn-Esba, qui vivait au 12 e siècle; l'énigme a été devi- 
née en 1839 par M. Eichenbaum d'Odessa. 

Soient un cercle et BE un de ses diamètres. Inscri- 
vonsdans le cercle le triangle isocèle ABC dont la base 
AC, perpendiculaire au diamètre BE, coupe ce dernier 
en D, au tiers du rayon à partir de 0. 
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Le triangle rectangle EAB donne 



AD = y/BD x DE = \/i/3r.x 2/3r = ± r y/2 . 



Par suite, 



ire ABC = AD x BD = | y/2 rK 



aire 




Le rapport de cette aire au périmètre 2xr de la circon- 
férence est 

A = ±^r. 
9% 

A est très sensiblement égal 
à l/5r. En sorte que si le 
diamètre du cercle a pour 
valeur 10 (r = 5), on a A = 1 
et Taire du triangle inscrit 
ABC est exprimée par le 
môme nombre que le péri- 
mètre de la circonférence ; 
cette propriété n'a lieu que pour le diamètre 10. Or 10 
est la valeur numérale de la lettre initiale du mot Jeho- 
vahQ; il existe donc une relation mystique entre ce 
mot et les propriétés du cercle. 

SUR LES AIRES DES POLYGONES RÉGULIERS 

Du Fay (Hist. de ÏAc. des Se. de Paris, 1727) a établi 
entre les aires des polygones réguliers inscrit et cir- 
conscrit à un même cercle, ou entre les aires des cercles 
inscrit et circonscrit à un même polygone, de curieuses 
relations qui nous paraissent être restées complètement 
dans l'oubli. 



(!) Les Hébreux avaient emprunté leurs chiffres à l'alphabet littéraire* 
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I. La différence entre les aires de deux polygones 
réguliers de n côtés, l'un P circonscrit, l'autre P' in- 
scrit à un même cercle, est égale à l'aire d'un polygone 
régulier de n côtés P" inscrit dans un cercle dont le dia- 
mètre est le côté du polygone P (pu circonscrit à un 
cercle dont le diamètre est le côté du polygone P'). 

Soient, pour fixer les 
idées, deux pentagones 
réguliers ABCDE et 
.VH'C'D'K', l'un circon- 
scrit, l'autre inscrit à un 
cercle de centre 0. L'un 
A des triangles formaDt la 

différence entre les aires 
des deux polygones régu- 
liers, CCD' parexemple, 
peut être partagé en deux triangles rectangles égaux 
CNC et CND'; ceux-ci, accolés diins un autre sens, peu- 
vent former un triangle isocèle PD'C dont l'angle au 
sommet PD'C est l'angle au centre d'un pentagone 
régulier inscrit dans un cercle de rayon CD' ou de dia- 
mètre CD (ou bien circonscrit a un cercle de rayon D'N 
ou de diamètre CD), 
n c' c 

11. Si l'on élève par chaque 

sommet du polygone inscrit 

I" une perpendiculaire au 

. j, côté, on forme au centre un 

polygone, régulier égal à P. 

Le polygone obtenu 

GH1J... est régulier; il a 

le même nombre de côtés 

que P et I", et son centre est le même que celui de ces 

deux polygones. 

Si l'on abaisse des perpendiculaires OS et ON sur Cil 
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C'D' 
et G'D', on a OS = C'N = - — . Ainsi le rayon du 

cercle inscrit à GI1IJ... est égal au rayon du cercle in- 
scrit à P" (I); il. en résulte que GHIJ... est égal à P\ 
Lorsque le nombre des côtés de P' est pair, il suffit pour 
obtenir les perpendiculaires aux côtés donnant GHIJ... 
de joindre les extrémités des côtés parallèles de P'. 

III. Si deux cercles sont l'un inscrit, l'autre circonscrit 
à un polygone régulier, l'aire de la couronne qu'ils com- 
prennent est égale à l'aire du cercle dont le diamètre est 
le côté du polygone régulier. 

En effet, soient ABCDE le poly- 
gone donné de centre 0, OA le 
rayon du cercle circonscrit, OF le 
rayon du cercle inscrit. Le triangle 
rectangle OFA donne ■ 




OA — OF =AF 

On en déduit 



ou 



AB 



T^\ 



w(OA~ — OF) = s 
ce qui démontre la proposition. 



AB» 

4 ' 




POLYGONE SPIRAL 



Soit ABC ... un polygone ré- 
gulier inscrit dans un cercle 
de centre 0. Par le point 0, 
menons les rayons relatifs aux 
sommets et abaissons des per- 
pendiculaires sur les milieux 
E,F, G,... des côtés. Du milieu 
F de AB, abaissons ensuite une 
perpendiculaire FI sur BO, puis de I une perpendicu- 
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Jaire IJ sur GO et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ren- 
contre AO. Le polygone AFI... P ainsi obtenu a été 
dénommé par Du Fay (Hist. de l'Ac. des Se. de Paris, 
1727) polygone spiral. 

Aire du polygone spiral. — Désignons par a, à', d\ a!", ... 
les longueurs OA, OF, ÛI, OJ, . . . Les triangles AFO, 
FIO, IJO, ... sont semblables et donnent 

a a' a" , 

<£ désignant une constante. 
Mais on a aussi 

aire A FO <£ _ /.* 
aire F1Ô — a" 

aire FIO _g ;i _ Â ,. 
aire IJO «"* 

Ainsi les aires des triangles AFO, FIO, IJO, ... 
forment une progression géométrique de raison 

a'* 
Il est dès lors facile de déterminer Taire d'un poly- 
gone spiral quelconque (3 e Partie, Chap. 1, § 3) lors- 
qu'on a évalué le rapport constant k et Taire du premier 
triangle. 

Crochet. — ABC... ou P est le polygone régulier cir- 
conscrit au cercle de rayon OF, et EFG... ou P' est le 
polygone régulier inscrit au même cercle. Prenons sur 
OA, OA' = OF, puis menons par A' à AF une parallèle 
qui coupe OF en F', puis par F' une parallèle FT à FI 
et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on rencontre OA. On 
obtient ainsi un polygone spiral intérieur A'FT... ou 
S' qui correspond au polygone P' (rayon du cercle cir- 
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conscrit OF = OA') comme le polygone spiral extérieur 

ÀFI... ou S correspond au 
polygone P (rayon du cercle 
circonscrit OA). 

La surface ombrée comprise 
entre les contours de S et de 
S' a été appelée par Du Fay 
un crochet; et ce crochet G 
joue dans les polygones spi- 
raux le même rôle que le 
polygone V de la question 

précédente dans les polygones réguliers. 
On a 




aire S aire AFO aire AFO aire P 

aire S / — aire AFO ~ aire FIO — aire P' 



(O 



Ainsi le rapport des polygones spiraux S et S' est 
égal au rapport des aires des polygones réguliers cor- 
respondants P et P'. 

D'autre part, on déduit de la relation (1) 



aire S — aire S 7 



aire S 



»/ 



ou 



aire C aire P — aire P' 



aire S 



aire P' 



-Y- . 



Au moyen de cette dernière relation, on trouvera 
par exemple que dans le triangle équilatéral où 

: = 3, Taire du crochet est le triple de 

aire P 

celle, du polygone spiral intérieur-; dans le carré, où 

aire P — aire P' . ,, . , , . , . , . n 

: — = 1, 1 aire du crochet est égale a colle 

aireP 

du polygone spiral intérieur. 



MESURE D'UN ANGLE SANS RAPPORTEUR 



Mesurer un anylc BACsem.* rapporteur (Monticla , 1 778). 
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Du sommet A de cet angle comme centre, avec le plus 

grand rayon possible, on dé- 
crit une circonférence qui cou- 
pe les côtés AB et AC en D et 
Ê. On divise ensuite la circon- 
férence en 2, 3, 4, .5, 6, 8, 12, 
15 parties égales en prenant 
comme origine le point D ; 
puis on porte l'arc DE sur la 
circonférence autant de fois 
qu'il est nécessaire pour tomber sur l'un des points de 
division. 

Supposons par exemple qu'après avoir porté DE 
13 fois de suite, on ait l'ait un peu pluç de 3 révolu- 
tions complètes et qu'on tombe sur la 2 e division F 
de la circonférence partagée en 5 ; le cinquième de 
la circonférence étant de 72°, Tare total parcouru a 
pour valeur 3 x 360 + 2 x 72 = 1224°, et Tare DE, 

1224° „, 2 
i==î =94°-= . 

13 13 

ÉGALITÉ OU SYMÉTRIE'? 



Tout le monde sait que nos pieds sont égaux par 
symétrie et non égaux par superposition. Cependant, on 
a longtemps fait les deux souliers, de droite et de gau- 
che, sur une même forme ; autrement dit, on les fai- 
sait égaux par superposition. 

L'anatomiste hollandais Pierre Camper (1722-1789) 
parait être le premier qui ait signalé l'inconvénient de 
cette façon de procéder, dans une curieuse Dissertation 
sur la meilleure forme des souliers (1781). Voici le début 
de son Avant-propos : « Une plaisanterie a donné lieu 
à ce petit Traité sur la meilleure forme des souliers : 
j'ai voulu prouver à mes anciens élèves, qui me soute- 



noient que les matières à dissertation étotcnt épuisées, 
que le sujet le moins important, fut-ce un Soulier, un 
Sabot, etc. pouvoit devenir intéressant entre les mains 
de quelqu'un qui le posséderait à fond et qui parlerait 
avec connaissance de cause. On me lit un défi : on crut 
du moins que je n'oserois jamais le publier sous mon 
nom. Je me prêtai à la plaisanterie, et j'écrivis... » 

OS COLIMAÇON SÊOMtTRiaOE 

Voici une curieuse construction indiquée dans le 
Dictionnaire de Mathématiques de Klvgel (tome VI, 
Leipzig, 1833). 

Soient un triangle ABC, D le milieu de AC, D' le point 
de ItC situé au quart de ce côté à partir de C. On joint 



les points D et D' et on prolonge DD' d'une longueur 
D'C = DD'. On prend D* au quart de BC à partir de ■ 
C, on joint D' et D* et on prolonge D'D" de D'C' = D'D". 
En continuant ainsi, on arrive à construire les 12 tri- 
angles ombrés de la liguriî ci dessus dont il s'agit d'éva- 
luer l'aire totale. 



r 
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Remarquons d'abord que si E et F sont les milieux 
de ÀB et CB, on démontre sans difficulté que les angles 
marqués 1, 2, 3, 4, 5, 6 dans le triangle ABC se retrou- 
vent deux fois successives dans cet ordre autour du 
point B; de sorte que BC V est dans le prolongement de 
BD, que C x tombe sur AB et C XI sur BD. 

D'autre part, l'aire de BDC est les 3/4 de Paire S' de 
BDC, l'aire de BD'C" est les 3/4 de celle de BDC, et 
ainsi de suite. Les aires des triangles ombrés forment 
donc une progression géométrique dont le premier 
terme est S et dont la raison est q = 3/4. Si nous suppo- 
sons que la construction indiquée est poursuivie indé- 
finiment, la somme des aires de ces triangles est (3° Par- 
tie, Gbap. 1 , § 3) 

S S 



*~9 !_» 

4 



= 4S. 



Elle est donc égale au double de Taire de ABC. 

La somme des aires de ces triangles, à partir du 

3 1 * 
treizième, dont Taire est Sx—, est de même 

o 

s x ?,; 

La somme des aires des 12 premiers triangles, c'est- 
à-dire Taire de la partie ombrée, est donc égale à 

4S-4s(|y=4s[l_(|)']. 

AIRE D'UN TRIANGLE A SOMMET INACCESSIBLE 

Procédé pour évaluer faire d'un Irianylv ABC dont 
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un sommet B est inaccessible (Bailly, Comptes Rend, de 
l'Ac. des Se, 1855). 

Au moyen d'une équerre d'arpenteur donnant l'angle 

de 60°, traçons deux obliques pas- 
J* sant par B et inclinées de 60° sur 

AC : le triangle DBE est équi- 
l\ latéral. 

A B g £ Les deux triangles ABC et DBE, 

qui ont même hauteur, sont entre 
eux comme leurs bases. On a donc 

aire ABC = aire DBE^ . 

DE 

Mais aire DBE = DE* Vî 

4 

d'où aire ABC = ^ . AC . DE. 

4 

Il suffit donc de mesurer AC et DE pour obtenir 
l'aire de ABC par une simple multiplication. 



§ 2. — Simples problèmes. 

L'OMBRE 

Au grand soleil je viens de mettre 

La lance de mon étendard. 

Sa longueur vaut trois fois le mètre; 

Son ombre a cinq mètres un quart. 

* 
* * 

Eh bien ! la tour de celte église 

Par son ombre nous marque cent. 

Dis-nous la hauteur précise 

De ce clocher retentissant. 

(Vitrey, Contes et Comptes, Ï860.) 
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On trouve sans difficulté la solution de ce problème: 
57-,443. 

LE BASSIN FLEURI 

Tout autour d'un rond-point je plante une bordure 
De buis et de gazon, de fleurs et de verdure 
Ainsi que de fraisiers, d'arbustes différents. 
Ce travail, terminé par le jardinier Biaise, 
Pour un mètre de long me coûte 6 francs 16 
Et je dois pour le tout soixante-douze francs. 

Combien le diamètre 
De mon bassin fleuri que j'aime tant à voir, 
El qu'en été j'ai soin d'arroser vers le soir, 
Doit, selon Métius ( ! ) porter dé fois le mètre? 

(Vitrey, Contés et Comptes, 1860.) 

Le périmètre est égal à — ^— et le diamètre à 
: 79 6.16 

iJ =3,72. 



rcX6.16 

LES DEUX FORTERESSES 

Legendre avec Blanchel prouvent qu'une surface 
Observe en grandissant le rapport des carrés 
Que donnent les contours ensemble comparés. 
Pour nier ce principe il faudrait de l'audace, 
Puisque j'ai pour garants deux auteurs révérés 
Qu'on n'accusa jamais d'erreur ou de système 
' Et dont le monde instruit admet les théorèmes. 

En deux heures j'ai fait le tour de Besançon 
A pied d'abord, ensuite en montant une barque 
Où je me prélassais comme un petit monarque, 

(<) Adriûen Anthonisz (1527-1607) surnommé Métius (originaire de Metz), 

35*5 
célèbre pour sa découverte de la valeur approchée '— du rapport de la 

113 

circonférence au diamètre. 
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Trois quarts me suffiraient autour de Briançon 
Qui des Alpes au loin domine les montagnes 
Et du vert Dauphiné protège les campagnes. 
Au pays du calcul, savant explorateur, 
Comparez avec soin ces villes en grandeur 
Et puis déterminez que de fois la première 
Pourrait en étendue égaler la dernière. 
Dans ce but supposons que les remparts, les tours 
Qui ceignent de leurs contours 
Le rocher cisalpin, vrai nid inexpugnable 
Par des brouillards épais constamment visité. 
Rendent son polygone en tous les points semblable 
A l'antique rempart de la Franche-Comté. 

(Vitrey, Contes et Comptes, 1860.) 

Le rapport des périmètres est égal à 2 : 3/4, celui de 

leurs carrés à 4 : - ou à = 7 — ; ce dernier nombre 

16 9 9 

est le rapport des étendues des deux villes. 

L'AIRE ET LE CONTOUR 

Pierre a un champ de 500 mètres de eontour qui est 
carré ; Jean en a un rectangulaire de même contour et 
propose à Pierre d'échanger les deux champs, Pierre doit- 
il accepter ? 

Non, car de tous les rectangles dont le périmètre est 
le môme, le carré est celui dont Taire est maximum. 

Un gourmet paie un franc une botte d'asperges entourée 
d'une ficelle ; le lendemain y il demande pour deux francs 
une botte des mêmes asperges qui soit entourée oVune 
ficelle de longueur double. Est-ce équitable? 

Non, car un cercle ayant un contour double d'un 
autre a une aire quadruple ; la seconde botte contien- 
drait donc 4 fois plus d'asperges que la première. 
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Un jardinier a droit à l'eau que lui apporte un conduit 
circulaire. Il paye pour avoir le double d'eau et il double 
à cet effet le diamètre du conduit. On lui fait un pro- 
cès. 

Observation analogue à celle du problème précédent. 

Un particulier a emprunté un sac de grain de 4 pieds 
de haut et de 6 pieds de tour et il rend, pour se libérer, 
deux sacs de 4 pieds de haut et de 3 pieds de contour 
chacun. On demande s'il a rendu la quantité de grain 
emprunté. 

Il n'en rend que la moitié. Car deux cylindres de 
même hauteur sont entre eux comme leurs bases ; or 
la base du gros cylindre ayant un contour double de 
chacune des bases des petits cylindres, a aussi un dia- 
mètre double et par suite une aire quadruple. 

AU SPECTACLE 

Tracer V enceinte d'une salle de spectacle de manière 
que les spectateurs placés dans le pourtour voient tous la 
scène sous le même angle (MaKéchal-Duplessis, 1829). 

Soient AB le devant de la scène, 53° la valeur de l'angle 

que nous supposons le plus convenable 
C / à la vue et sous lequel on veut que la 

scène soit aperçue. On fait avec AB en 
A un angle BAC égal à 53°; le point 
d'intersection O des perpendiculaires 
élevées à AC en A et à AB en son mi- 
lieu K est le centre d'un cercle passant 
par A et B et tangent en A à AC. 
L'arc ADB répond à la question, car tous les angles 
ayant leur sommet sur cet arc et dont les côtés passent 
par A et B sont égaux à BAC comme ayant même 
mesure. 

Fourrey. — Curiot. gêom. 27 
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QUESTIONS D'ARPENTAGE 



Un champ rectangulaire a été mesuré avec un déca- 
mètre trop long de 0"\02. On a trouvé 22 arcs , 75 pour 
sa surface ; on demande sa surface réelle. 

Ainsi à chaque mesure effectuée de 10 mètres corres- 
pond une mesure réelle de 10™, 02 ; les longueurs mesu- 
rées sont donc aux longueurs réelles dans le rapport 
de 1 000 à 1 002. Les surfaces semblables étant entre 
elles comme les carrés des côtés homologues, la surface 
calculé e sera à la surface réelle dans le rapport de 
1 000**11 002 2 , c'est-à-dire que cette dernière aura pour 
valeur 



1 009 
22,7:; x — ---, = 22 ■*% 811 . 

ï OOO" 

Pourquoi en arpentage mesure-t-on horizontalement 
les longueurs? 

Les plantes poussent verticalement, de sorte qu'un 
terrain incliné ne produit pas davantage qu'un terrain 
d'aire égale à la projection du premier sur un plan hori- 
zontal. 

Il en est de même si l'on veut édilier une construc- 
tion : le premier terrain ne donne 
pas plus d'emplacement que le 
second. 

Deux villages A et B occupent 
des positions connues des deux 
côtés d'une rivière. Établir un 
pont équidistant de chacun d'eux. 

Il suffit d'élever une perpen- 
diculaire DE sur le milieu de 
la droite AB qui joint les deux villages ; l'intersection C 
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de DE et de Taxe du cours d'eau détermine remplace- 
ment du pont. 

Tracer une route équidistante de quatre points. 

Soit le centre de la 



>.-— - Jù 



circonférence passant par 
trois des points B, G, D 
par exemple. Joignons OB, 
OA, et soit E le point de 
rencontre de OA et de la 
circonférence BCD. Si F 
est le milieu de AE, est 
le centre et OF le rayon 
d'une circonférence équi- 
distante de A, B, G, D. 
Il y a plusieurs solutions. 




LA PIB INGÉNIEUSE 

Un jour d'été, une pie aperçoit de l'eau dans un trou 
tronconiqué de 3 pouces de diamètre au fond. Elle accourt 
et constate que l'eau a ttne surface de 6 pouces de dia- 
mètre et s'élève 

D J eJ F 

» •---• — -*•- 1 • _^ ..•■.. . »••- ^mi* 




I •••• / 




à une hauteur 
de 2 pouces. 
La pie ne pour- 
rait atteindre 
l'eau que si sa 
surface avait 
6 pouces et 1 ligne de diamètre. Elle vole vers un trésor 
quelle a découvert; combien faudra- t-il qu'elle y prenne 
de pièces de monnaie d'une ligne d'épaisseur et de 16 lignes 
de diamètre, pour qu'en les portant dans l'eau elle puisse 
boire à son aise (D'après Rebière, Mathématiques et 
Afathématiciens). 



Tsare? *■ 



- « •* '. 
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Soient BG le niveau de l'eau au début, DF ce niveau 
lorsque le diamètre atteint 6 pouces 1 ligne et AU la 
perpendiculaire abaissée do A sur BG et DF. Menons 
AGE parallèle à HGF. 

Sachant qu'un pouce équivaut à 12 lignes, on a suc- 
cessivement AH = 36', BG = 72\ DF = 73\ AI = 24', 
BC = BG — AH = 36\ DE = DF — AH = 37 ! . On peut 



écrire 



AJ DE ii < à » 
ÂÏ = BC ; d ° U U 



74' 
"3' 



et IJ = AJ — AI = 2/3'. 



I-. 



Pour résoudre le problème, il nous suffit maintenant 
d'exprimer que le volume de n pièces de monnaie cylin- 
driques équivaut au volume du tronc de cône BDFG, 

ce qui donne 

2 



nxz . 8- = 



* x i 



f72 H- 73" + 72x731 



d'où 



n = 13,7. 



Il faudra donc 14 pièces de monnaie. 



S 3. 



Cassé-tête divers. 



I. Un père laisse à sa mort un champ carré dont on 






1 




1 


















1 


M 



doit donner le quart aux pauvres et dont le reste doit être 
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divisé pour les quatre enfants en parties de même surface 
et de même forme. 

La 2* fig. ci-dessus donne la solution. 

II. Étant donné la figure BCDEFG (I, page 420) la 

décomposer en éléments qui, assem- 
blés, forment un carré. 

En opérant la même décompo- 
sition qu'au problème précédent 
et assemblant les quatre éléments 
obtenus comme il est indiqué ci- 
contre, on obtient un carré égal 
à ABCD et dont la partie centrale, 
qui est vide, est égale au carré AGFE. 

III. Un propriétaire possède une maison disposée, 
comme le montre la figure, dans un jardin de forme carrée 
contenant 13 arbres plantés régulièrement. Comment 
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derra-t-il diviser te jardin pour que les cinq locataires 
de la maison aient chacun des portions égales a ver le même 
nombre d'arbres? 

La seconde ligure ci-dessus donne la solution, 

IV. In père en mourant laisse à ses quatre enfants 
un champ carré contenant 12 arbres disposes comme 
il est indiqué ci-après et une fontaine en son centre. 
Comment doit s* effectuer le partage pour que chacun 
des enfants ait une parcelle d'aire égale, de même 
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forme, aboutissant à la fontaine et renfermant le même 
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nombre d'arbres? (Solution: 2 e flg. ci-dessus). 

V. Décomposer an carré ABCD envingt triangles égaux. 

La figure ci- 
contre est suffi- 
samment expli- 
cite; nous nous 
contenterons de 
faire remarquer 
que E, F, G, H 
sont les milieux 
des côtés du 
carré. 

Onpeutformér 
une croix de Ge- 
nève avec ces 
vingt triangles ; 
il suffit de porter le triangle AIE en BJE, et de même 
pour les trois triangles disposés comme AIE. 

VI. Assembler quatre de cha- 
cun des polygones A, B, i\ de 






manière à constituer un octogone 
régulier. (Solution ci-contre). 




VII. Avec quatre figures 
identiques à celle représen- 



D D 



li'-e ci-contre, former un car- 
re". (Solution ci-contre). 




\ lll. Assembler douze 

figures identiques à relie 
représentée ci- 
contre de ma- 
nière à former 
deux croix 
coJicentriques, (Solution 
ci- contre). 



IX. Lu charpentier possède une planche de 0",80 de. 
langueur et de 0"\:t0 de largeur. Suivant quelle ligne 
doit-il la scier pour constituer acec les morceaux ohteims 
une planche de 1 m ,2U de longueur sur u'",20 de largeur? 
Lechar|>rnlier 
aura la solution 
en faisant passer 
la scie suivant 
l;i ligne brisée 
EFUU {fig. a) où 
K cl II sont rt's- 
[ii'ctivi'meiil un 
liris Je .VII ri CD à partir de A et G, la droite GF se 
trouvant au milieu de lu longueur. 
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Fig. b. 

11 pourra ensuite disposer les deux morceaux comme 
l'indique la ligure ù. 



S 4. — Subtilités. 

I. Etant donné une feuille de papier rectangulaire, que 
faut-il faire pour passer ù travers en la laissant d'une 
seule pièce? 

Il suffit de découper cette feuille comme il est indiqué 

sur la figure ci-contre de 






manière à former une lanière 
ininterrompue. 

On pourrait qualifier ce 
problème de « problème de 
Didon », car la légende nous 
apprend que c'est l'emploi 
d'un artifice analogue qui 
permit à la fondatrice de Carthage de s'établir sur la 
côte d'Afrique. 

II. Étant donné un triangle formé avec trois allumettes, 

construire y avec trois autres allumet- 
tes, trois triangles égaux au premier. 

Il suffit de terminer la construction 
du tétraèdre régulier dont le trian- 
gle donné est la base. Pour faire 
tenir le système en place, on n'aura 
qu'à enflammer le phosphore des 
allumettes et a l'éteindre aussitôt. 
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III. Diviser un triangle èquilatèral en 9 parties égales 

par un trait continu sans repasser 
sur une ligne déjà tracée et sans 
traverser une telle ligne. 

La solution est indiquée sur la 
figure ci-contre où les chiffres indi- 
1 9 quenl Tordre des points succes- 

sivement rencontrés dans le tracé du trait. 




IV. Tracer un rectangle et ses diagonales sans passer 
par une ligne déjà tracée. 

Ce problème est impossible à résoudre sans employer 
un artifice. 

Soit ABCD (fig. a) la feuille de papier où Ton doit effcc- 




Fig. a. 



Fig. b. 




tuer le tracé. On rabat la partie supérieure BC de celte 
feuille en GH (pli suivant EF). 

On trace alors (fig. A) le côté 1 du rectangle sur le 
recto et on prolonge ce côté sur le verso; puis on trace 
2, î{ sur le verso et on prolonge 3 sur le recto. 

Rabattant alors la partie supérieure de la feuille 
(fig. c) y on trace successivement sur le recto 4, 5, 6, 7. 
On obtient ainsi par un trait continu un rectangle et 
ses diagonales. 
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V. Construire un dodécagone équilatéral et rectangle. 

C'est le dodécagone représenté parla 
croix de Genève. 

VI. Un étang a la forme d'un carré; 
à chacun des sommets et extérieurement 
est planté un arbre. Donner à l'étang 
une surface double sans changer sa 
forme et sans déplacer les arbres gui 
doivent toujours rester en dehors de l'étang. 

Il suffit de tracer un second carré EFGH dont les 

côtés passent par les sommets 
du premier ABCD et soient 
parallèles aux diagonales de 
celui-ci. 

VII. Un carton est percé de 
trois ouvertures A, B, G ayant 
respectivement la forme d'un 
triangle équilatéral, d'un carré 
et d'un cercle, les côtés des deux 
premiers et le diamètre du troi- 
sième étant égaux. Trouver la forme d'une cheville qui 
puisse passer par les t?*ois ouvertures. 

G est le cercle 
inscrit dans le carré 
B. Il suffit de tailler 
un cylindre — un 
li ou chou, par 
exemple — ayant G 
pour section droite, 
de telle sorte que sa 
hauteur soit égale h celle de A, puis on coupe latéra- 
lement ce cylindre par deux plans inclinés symétriques 
se rejoignant suivant un diamètre MJV de la base 
inférieure. 
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On pourra alors faire passer cette cheville dans les 
ouvertures B et C en plaçant les généra- 
trices PM normalement au carton. Pour 
l'introduire dans l'ouverture A, on fait 
glisser la droite MN en un sommet du tri- 
angle et la surface du cercle le long du côté 
opposé. 

VIII. Avec une même ouverture de compas, décrire des 
cercles de rayons différents. 

Fig. a. — On décrit un cercle sur un plan. 

Fig. b. — L'une des pointes du compas repose sur une 
cale dont on peut faire varier l'épaisseur, ce qui fait 
varier en môme temps la grandeur du cercle. 

Fig. c. — L'une des pointes du compas reposant sur le 
sommet d'un cône circulaire droit, l'autre pointe décrit 







Fig. fl. 



Fig. b. 



Fig. c. 



Fig. d. 



une circonférence sur la surface de ce cône. L'ouverture 
du cône variant, il en sera de môme du rayon de la cir- 
conférence. 

Fit/, d. — On trace un cercle à la surface d'une sphère ; 
en modifiant le rayon de la sphère, on modifie aussi le 
rayon du cercle. 

On peut donc obtenir une inimité de cercles avec 
une même ouverture de compas; celui correspondant 
au cas où les deux pointes du compas sont dans le plan 
du cercle décrit est de grandeur maximum. 
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